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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Βασικές ΄Εννοιες

΄Ενα τετράεδρο έχει τις 4 πλευρές του ϐαµµένες όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1: µία είναι ϐαµµένη όλη
κόκκινη, µία είναι µπλε, µία πράσινη και µία ϐαµµένη κόκκινη, µπλε και πράσινη. Ρίχνουµε το
τετράεδρο και η πιθανότητα µία οποιαδήποτε πλευρά του να ακουµπάει στο πάτωµα είναι ίση µε 1

4 .
Ορίζουµε τα εξής γεγονότα :

R = {Η πλευρά που ακουµπάει στο πάτωµα περιέχει το κόκκινο χρώµα}
B = {Η πλευρά που ακουµπάει στο πάτωµα περιέχει το µπλε χρώµα}
G = {Η πλευρά που ακουµπάει στο πάτωµα περιέχει το πράσινο χρώµα}

red blue green

blue

greenre
d

Σχήµα 1: Οι 4 πλευρές του τετράεδρου του πρώτου ϑέµατος.

(α) Υπολογίστε τις πιθανότητες των γεγονότων R, B και G.
(ϐ) Είναι τα γεγονότα R, B και G ανά δύο ανεξάρτητα ;
(γ) Είναι τα γεγονότα R, B και G ανεξάρτητα ;

Λύση:

(α) Προφανώς, P (R) = P (B) = P (G) = 2
4 = 1

2 , καθώς οι 2 στις 4 πλευρές του τετράεδρου περι-
έχουν κόκκινο, µπλε ή πράσινο χρώµα.

(ϐ) Σαφώς, P (R ∩ G) = P (G ∩ B) = P (B ∩ R) = 1
4 , καθώς µόνο η τέταρτη πλευρά περιέχει

ταυτόχρονα 2 χρώµατα. Καθώς,

P (R ∩G) =
1

4
=

1

2
· 1

2
= P (R) · P (G)

P (G ∩B) =
1

4
=

1

2
· 1

2
= P (G) · P (B)

P (B ∩R) =
1

4
=

1

2
· 1

2
= P (B) · P (R)

τα γεγονότα R,B,G είναι ανεξάρτητα ανά δύο.

(γ) P (R ∩ B ∩ G) = 1
4 6=

1
2 ·

1
2 ·

1
2 = P (R) · P (G) · P (G). Συνεπώς, τα γεγονότα R,B,G δεν είναι

ανεξάρτητα.
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Θέµα 2 - 20 µονάδες. Συνδυαστική

΄Εστω ότι πρέπει να τοποθετήσουµε 90 ξεχωριστούς servers σε δύο ϱάφια ενός datacenter: το ϱάφι
Α έχει 60 διακριτές ϑέσεις (slots) και το ϱάφι Β έχει 40 ϑέσεις. (Ενδιαφερόµαστε ποιος server πάει
σε ποιο ϱάφι και σε ποιο ακριβές slot κάθε ϱαφιού.)

(α) Πόσοι είναι όλοι οι δυνατοί τρόποι τοποθέτησης των 90 servers στα δύο ϱάφια ;

(ϐ) Αν από τους 90 servers οι 50 είναι µοντέλα τύπου-G και οι 40 τύπου-X, πόσοι είναι οι δυνα-
τοί τρόποι τοποθέτησης όλων των servers στα δύο ϱάφια υπό την προϋπόθεση ότι όλα τα µοντέλα
τύπου-X ϐρίσκονται στο ίδιο ϱάφι ;

Λύση:

(α) ΄Εχουµε την τοποθέτηση k = 90 διαφορετικών αντικειµένων (οι διαφορετικοί servers) σε n =
100 = 60 + 40 διαφορετικές ϑέσεις (slots) στα δύο ϱάφια, όπου κάθε ϑέση λαµβάνει το πολύ ένα
αντικείµενο. Για τον πρώτο server έχουµε 100 ϑέσεις διαθέσιµες, για τον δεύτερο server έχουµε
99 ϑέσεις διαθέσιµες και τελικά για τον 90-στό server έχουµε 11 ϑέσεις διαθέσιµες. ΄Αρα έχουµε
P (100, 90) = 100!

(100−90)! = 100!
10! διαφορετικές τοποθετήσεις των servers.

(ϐ) Εξετάζουµε δύο αµοιβαία αποκλειόµενες περιπτώσεις :

1) ΄Ολοι οι 40 servers τύπου-X τοποθετούνται στο ϱάφι Α που έχει 60 ϑέσεις. ΄Οπως στο ερώτηµα
(α), αυτό γίνεται µε P (60, 40) διαφορετικούς τρόπους. Τώρα µας µένουν 60 ϑέσεις (20 ϑέσεις
στο ϱάφι Α και 40 ϑέσεις στο ϱάφι Β), στις οποίες τοποθετούµε τα 50 µοντέλα τύπου-G. ΄Εχουµε
P (60, 50) δυνατούς τρόπους τοποθέτησης των 50 servers τύπου-G σε αυτές τις ϑέσεις. ΄Αρα,
από τη ϐασική αρχή της απαρίθµησης, το συνολικό πλήθος των τοποθετήσεων στην περίπτωση
(1) είναι P (60, 40) · P (60, 50).

2) ΄Ολοι οι 40 servers τύπου-X τοποθετούνται στο ϱάφι Β που έχει 40 ϑέσεις. Αυτό γίνεται µε
P (40, 40) τρόπους. Τώρα µας µένουν 60 ϑέσεις στο ϱάφι Α στις οποίες τοποθετούµε τα 50
µοντέλα τύπου-G µε P (60, 50) τρόπους. ΄Αρα, από τη ϐασική αρχή της απαρίθµησης, το συ-
νολικό πλήθος των τοποθετήσεων στην περίπτωση (2) είναι P (40, 40) · P (60, 50).

Αφού οι περιπτώσεις (1) και (2) είναι αµοιβαία αποκλειόµενες, έχουµε ότι το συνολικό πλήθος των
τοποθετήσεων είναι P (60, 40) · P (60, 50) + P (40, 40) · P (60, 50) = 60!

20!
60!
10! + 40!60!10! .

Θέµα 3 - 20 µονάδες. Ολική πιθανότητα και Bayes

Η Σοφία περνά µπροστά από ένα κουτί που περιέχει δύο ειδών σοκολάτες : ΙΟΝ γάλακτος και ΙΟΝ
αµυγδάλου. Στο κουτί υπάρχουν τρεις ϕορές περισσότερες ΙΟΝ γάλακτος από ΙΟΝ αµυγδάλου. Η
Σοφία επιλέγει µία σοκολάτα στην τύχη. Αν επιλέξει µία ΙΟΝ γάλακτος, την τρώει µε πιθανότητα
1/5. Αν επιλέξει µία ΙΟΝ αµυγδάλου, την τρώει µε πιθανότητα 2/5.

(α) Με ποια πιθανότητα η Σοφία τρώει τη σοκολάτα που επέλεξε ;

(ϐ) ∆εδοµένου ότι η Σοφία έφαγε τη σοκολάτα, ποια είναι η πιθανότητα ότι αυτή ήταν µία ΙΟΝ
αµυγδάλου ;
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Λύση:

Ορίζουµε τα γεγονότα

B = {Η Σοφία τρώει τη σοκολάτα}
A = {Η σοκολάτα είναι ΙΟΝ γάλακτος}
Ac = {Η σοκολάτα είναι ΙΟΝ αµυγδάλου}

Από την εκφώνηση έχουµε ότι P (A) =
3

4
, P (Ac) =

1

4
, P (B|A) =

1

5
, P (B|Ac) =

2

5

(α) Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας :

P (B) = P (A) · P (B|A) + P (Ac) · P (B|Ac) =
3

4
· 1

5
+

1

4
· 2

5
=

1

4
= 0.25

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Bayes:

P (Ac|B) =
P (Ac) · P (B|Ac)

P (B)
=

1

4
·

2

5
1

4

=
2

5
= 0.4

Θέµα 4 - 25 µονάδες. ∆οκιµές Bernoulli και συναρτήσεις τ.µ.

΄Ενα σώµα 3 δικαστών πρέπει να πάρει µία απόφαση υπέρ ή κατά. Η απόφαση παίρνεται κατά
πλειοψηφία. Κάθε δικαστής ψηφίζει, µυστικά και ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους, υπέρ µε πιθα-
νότητα p. Ορίζουµε το γεγονός M ότι η απόφαση του σώµατος είναι υπέρ (δηλαδή, η πλειοψηφία
των δικαστών ψήφισε υπέρ), και το γεγονός A ότι ο πρώτος δικαστής ψήφισε υπέρ.

(α) Τι κατανοµή ακολουθεί η τ.µ. X, ο αριθµός των δικαστών που ψηφίζει υπέρ; Ποιος είναι ο
αναµενόµενος αριθµός των δικαστών που ψηφίζουν υπέρ;

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (M).

(γ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (M/A).

(δ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (A/M). ∆ώστε τη γραφική παράσταση της P (A/M)
ως συνάρτηση του p. Ποια είναι τα όρια της P (A/M) καθώς p → 0 και p → 1. Με δύο προτάσεις
σχολιάστε αυτά τα όρια.

Λύση:

(α) Από την εκφώνηση είναι προφανές ότι η τ.µ. X ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή: X ∼ ∆(n = 3, p).
Ο αναµενόµενος αριθµός δικαστών που ψηφίζουν υπέρ είναι E[X] = 3p.

(ϐ) Καθώς το σώµα αποφασίζει κατά πλειοψηφία, η απόφαση είναι ‘‘υπέρ’’ αν τουλάχιστον 2 στους
3 δικαστές αποφασίσουν ‘‘υπέρ’’:

P (M) = P (X ≥ 2) = P (X = 2) + P (X = 3)

=

(
3

2

)
p2(1− p)1 +

(
3

3

)
p3(1− p)0

= 3p2 − 2p3
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(γ) ∆εδοµένου του A, ότι ο πρώτος δικαστής ψήφισε ‘‘υπέρ’’, η απόφαση του σώµατος είναι ‘‘υπέρ’’
αν ένας τουλάχιστον από τους άλλους δύο δικαστές ψήφισαν ‘‘υπέρ’’. Εποµένως,

P (M |A) =

(
2

1

)
p(1− p) +

(
2

2

)
p2(1− p)0

= 2p(1− p) + p2

= 2p− p2

(δ) Ζητάµε την πιθανότητα του γεγονότος ο πρώτος δικαστής να ψηφίσει ‘‘υπέρ’’ δεδοµένου ότι το
σώµα ψήφισε ‘‘υπέρ’’. Χρησιµοποιούµε τον κανόνα του Bayes:

P (A|M) =
P (A) · P (M |A)

P (M)
=

p(2p− p2)

3p2 − 2p3
=

2− p

3− 2p

1

P(A|M)

1

p

2/3

Το όριο καθώς p → 0 είναι P (A|M) = 2/3. Αυτό έχει νόηµα καθώς όταν το p είναι πολύ µικρό, ο
πιο πιθανός τρόπος το σώµα να κατάλήξει σε ‘‘υπέρ’’ είναι οι δύο δικαστές να ψηφίσουν ‘‘υπέρ’’ και
ο ένας ‘‘κατά’’, οπότε και η δεσµευµένη πιθανότητα ο πρώτος να ψηφίσει ‘‘υπέρ’’ τείνει στο 2/3.

Το όριο καθώς p → 1 είναι P (A|M) = 1. Πράγµατι, καθώς p → 1, τότε µε πιθανότητα 1 και οι 3
δικαστές ψηφίζουν ‘‘υπέρ’’. Εποµένως P (M)→ 1 και παίρνουµε τη δεσµευµένη πιθανότητα του A
ως προς ένα γεγονός (το M ) µε πιθανότητα κοντά στο 1. Σε αυτή την περίπτωση P (A|M) ≈ P (A) =
p→ 1.

Θέµα 5 - 25 µονάδες. Από κοινού κατανοµές

Οι διακριτές οµοιόµορφες τ.µ. X και Y είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους και παίρνουν ως τιµές τους
τέσσερις ακέραιους αριθµούς {1, 2, 3, 4}. Υπολογίστε τα ακόλουθα:

(α) E[X]

(ϐ) E[XY ]

(γ) Από κοινού κατανοµή των X και Y

(δ) ∆εσµευµένη κατανοµή της X δεδοµένου του γεγονότος A = {XY = 4}, δηλαδή τις πιθανότητες
P (X = k/XY = 4) για k = 1, 2, 3, 4.
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Λύση:

(α) E[X] = 1+2+3+4
4 = 2.5 = E[Y ]

(ϐ) E[XY ] = E[X] ∗ E[Y ] = (2.5)2 (Χ,Y ανεξάρτητες)

(γ) Καθώς οι τ.µ. X Y είναι ανεξάρτητες, η από κοινού κατανοµή τους δίνεται ως το γινόµενο
των οριακών:

pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y) = 1/16 για x, y = 1, 2, 3, 4.

(δ) Στην ουσία Ϲητάµε τη δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ ως προς το γεγονός
A = {XY = 4}. Εξ ορισµού: pX|A(x) = P (X = x|A) = P ({X=x}∩A)

P (A) .

Τώρα, A = {XY = 4} = {X = 1, Y = 4}∪ {X = 4, Y = 1}∪ {X = 2, Y = 2}, µε τα 3 ενδεχόµενα
αυτά να είναι ξένα µεταξύ τους, έτσι :

P (A) = P (X = 1, Y = 4) + P (X = 4, Y = 1) + P (X = 2, Y = 2)

= pXY (1, 4) + pXY (4, 1) + pXY (2, 2)

= pX(1)pY (4) + pX(4)pY (1) + pX(2)pY (2)

=
1

4

1

4
+

1

4

1

4
+

1

4

1

4
=

3

16

Επίσης για :

x = 1, P ({X = 1} ∩A) = P ({X = 1, Y = 4}) =
1

16

x = 2, P ({X = 2} ∩A) = P ({X = 2, Y = 2}) =
1

16
x = 3, P ({X = 3} ∩A) = P (∅) = 0

x = 4, P ({X = 4} ∩A) = P ({X = 1, Y = 1}) =
1

16

΄Ετσι

P (X = k|XY = 4) =

{
1/3 k = 1, 2, 4
0 k = 3


