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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Βασικές ΄Εννοιες

Το 55% των ϕοιτητών ενός Τµήµατος είναι γυναίκες, εκ των οποίων τα 4/5 έχουν µακριά µαλλιά. Το
45% των ϕοιτητών ενός Τµήµατος είναι άνδρες, εκ των οποίων το 1/3 έχουν µακριά µαλλιά. Ποια
είναι η πιθανότητα ότι ένας τυχαία επιλεγµένος ϕοιτητής είναι γυναίκα ή έχει µακριά µαλλιά ;

Λύση:

Ορίζουµε τα γεγονότα F = {ο ϕοιτητής είναι γυναίκα}, M = {ο ϕοιτητής είναι άνδρας} και
LH = {ο ϕοιτητής έχει µακριά µαλλιά}. Από την εκφώνηση µας δίδονται οι εξής πιθανότητες :
P (F ) = 0.55, P (LH | F ) = 4/5, P (M) = 0.45 και P (LH | M) = 1/3. Μας Ϲητείται η πιθανότητα
του γεγονότος F ∪ LH. Γνωρίζουµε ότι :

P (F ∪ LH) = P (F ) + P (LH)− P (F ∩ LH).

Χρησιµοποιώντας το ΘΟΠ:

P (LH) = P (F )P (LH |F ) + P (M)P (LH |M) = 0.55× 4

5
+ 0.45× 1

3
= 0.59.

Επίσης :

P (F ∩ LH) = P (F )P (LH | F ) = 0.55× 4

5
= 0.44.

Συνεπώς,

P (F ∪ LH) = 0.55 + 0.59− 0.44 = 0.7.

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Συνδυαστική

Τοποθετούµε 25 µαύρες µπάλες σε ένα πλέγµα 5 επί 5, δηλαδή σε πέντες σειρές, µε κάθε σειρά να
περιέχει 5 µπάλες. Επιλέγουµε τυχαία 5 από τις µπάλες και τις ϐάφουµε κόκκινες.

(α) Ποια είναι η πιθανότητα ότι οι κόκκινες µπάλες ϐρίσκονται σε διαφορετικές σειρές ;

(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα ότι οι κόκκινες µπάλες ϐρίσκονται σε διαφορετικές σειρές και διαφορε-
τικές στήλες ;

Λύση:

(α) Υπάρχουν συνολικά 25 × 24 × 23 × 22 × 21 = 25!/20! τρόποι για να επιλέξουµε 5 µπάλες
από ένα πλέγµα 5 × 5 = 25. Αυτό προκύπτει αν σκεφτούµε ότι αρχικά υπάρχουν 25 µπάλες να
επιλέξουµε για την πρώτη µπάλα, στη συνέχεια 24 επιλογές για την δεύτερη κοκ. Αν τώρα ϑέλουµε
να επιλέξουµε 5 µπάλες, αλλά να ϐρίσκονται σε διαφορετικές σειρές, το πλήθος των επιλογών µας
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αλλάζει. Για την πρώτη µπάλα έχουµε 25 επιλογές, για την δεύτερη µπάλα δεν µπορούµε να
επιλέξουµε µπάλες που ϐρίσκονται στην ίδια σειρά µε την πρώτη µπάλα, άρα έχουµε 25 − 5 = 20
επιλογές. Οµοίως για την τρίτη µπάλα, έχουµε 20 − 5 = 15 επιλογές,εφόσον δεν µπορεί να είναι
από την ίδια σειρά που πήραµε την πρώτη ή την δεύτερη µπάλα. Με παρόµοιο τρόπο προκύπτουν
και τα πλήθη των δυνατών επιλογών και για τις υπόλοπες µπάλες. Συνεπώς η Ϲητούµενη πιθανότητα
να επιλέξουµε 5 µπάλες οι οποίες ϐρίσκονται σε διαφορετικές σειρές είναι :

25× 20× 15× 10× 5
25!
20!

= 0.0588.

Σχήµα 1: Σχηµατική αναπαράσταση για το ερώτηµα (α) του ϑέµατος 2.

(ϐ) Κοιτάζοντας το 5 × 5 πλέγµα, υπάρχουν πέντε ϑέσεις για να επιλέξουµε την πρώτη µπάλα από
την πρώτη σειρά. Για την δεύτερη µπάλα υπάρχουν τέσσερις ϑέσεις στην δεύτερη σειρά από τις
οποίες µπορούµε να την επιλέξουµε. Οµοίως για την τρίτη µπάλα, υπάρχουν τρεις πιθανές ϑέσεις
στην τρίτη σειρά και δύο ϑέσεις από την τέταρτη σειρά για την τέταρτη µπάλα. Τέλος, για την
πέµπτη µπαλα υπάρχει µονάχα µια ϑέση στην πέµπτη σειρά που µπορούµε να την επιλέξουµε.
΄Αρα ο συνολικός αριθµός ϑέσεων που µπορούµε να επιλέξουµε είναι : 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 5!.
Παρατηρήστε ότι υπάρχουν 5! τρόποι για να ταξινοµήσουµε τις πέντε σειρές. ΄Αρα ο συνολικός
αριθµός που µπορούµε να επιλέξουµε πέντε µπάλες έτσι ώστε να ϐρίσκονται σε διαφορετικές σειρές
και διαφορετικές στήλες είναι : 5!5!. Ο συνολικός αριθµός επιλογών πέντε µπαλών από τις 25 είναι
25!
20! , άρα η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

5!5!
25!
20!

= 0.0023.

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος για να σκεφτούµε το ίδιο πρόβληµα είναι ο ακόλουθος : Για την πρώτη
µπάλα έχουµε 25 πιθανές ϑέσεις από όπου µπορούµε να την επιλέξουµε. Αφήνοντας εκτός την
σειρά και την στήλη από την οποία επιλέξαµε την πρώτη µπάλα, µας αποµένουν 16 ϑέσεις επιλογής
για την δεύτερη µπάλα. Οµοίως αφήνοντας εκτός την σειρά και την στήλη που επιλέξαµε την
δεύτερη µπάλα µας µένουν 9 ϑέσεις επιλογής για την τρίτη µπάλα. Οµοίως προκύπτουν 4 ϑέσεις
για την τέταρτη µπάλα και 1 ϑέση για την τελευταία µπάλα. ΄Αρα το συνολικό πλήθος των τρόπων
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που µπορούµε να επιλέξουµε τις 5 µπάλες από διαφορεικές σειρές και διαφορετικές στήλες είναι
25× 16× 9× 4× 1. ΄Αρα η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

25× 16× 9× 4× 1
25!
20!

= 0.0023.

Θέµα 3 - 20 µονάδες. Ολική πιθανότητα και Bayes

΄Εχουµε δύο δοχεία Α και Β. Το δοχείο Α περιέχει 3 άσπρες και 2 κόκκινες σφαίρες ενώ το δοχείο
Β περιέχει 4 άσπρες και 6 κόκκινες σφαίρες. Ρίχνουµε ένα δίκαιο εξάεδρο Ϲάρι. Αν ϕέρουµε ϱίψη
µικρότερη ή ίση µε 4, διαλέγουµε το δοχείο Α, αλλιώς το δοχείο Β. Στη συνέχεια ϐγάζουµε τυχαία
µία σφαίρα. Να ϐρεθούν οι πιθανότητες :

(α) Να ϐγάλουµε κόκκινη σφαίρα.

(ϐ) Να έχουµε επιλέξει το δοχείο Β αν είναι γνωστό ότι η σφαίρα που ϐγάλαµε είναι κόκκινη.

(γ) Να ϐγάλουµε από το ίδιο δοχείο και δεύτερη κόκκινη σφαίρα δεδοµένου ότι η πρώτη ήταν κόκ-
κινη (υποθέστε δειγµατοληψία χωρίς επανάθεση).

Λύση:

Ορίζουµε τα γεγονότα A = {διαλέγουµε το δοχείο Α}, B = {διαλέγουµε το δοχείο Β} και
Ek = {Η k-στή σφαίρα που ϐγάζουµε είναι κόκκινη}. Από την εκφώνηση, µας δίδεται ότι P (A) =
4/6, P (B) = 2/6, P (E1 | A) = 2/5 και P (E1 | B) = 6/10.

(α) Χρησιµοποιώντας το ΘΟΠ:

P (E1) = P (A)P (E1 |A) + P (B)P (E1 |B) =
4

6
× 2

5
+

2

6
× 6

10
=

7

15
= 0.4667.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Bayes:

P (B | E1) =
P (B)P (E1 | B)

P (E1)
=

2
6 ×

6
10

7
15

=
3

7
= 0.4286.

(γ) Μας Ϲητείται η πιθανότητα P (E2 | E1). ΄Εχουµε ότι :

P (E2 | E1) =
P (E1 ∩ E2)

P (E1)
=
P (A)P (E1 ∩ E2 | A) + P (B)P (E1 ∩ E2 | B)

P (E1)

=
4
6 ×

2
5 ×

1
4 + 2

6 ×
6
10 ×

5
9

7
15

=
8

21
= 0.381.
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Θέµα 4 - 25 µονάδες. ∆οκιµές Bernoulli και συναρτήσεις τ.µ.

Η εταιρία Ελληνικό Μετρό δηµιουργεί τους συρµούς του νέου µετρό της Θεσσαλονίκης στη γραµµή
Νέα Ελβετία-Σιδηροδροµικός Σταθµός µε τον εξής αλγόριθµο: Στο µηχανοστάσιο της Νέας Ελβε-
τίας υπάρχουν συνολικά 6 ϐαγόνια. Αν ένα ϐαγόνι λειτουργεί, τότε προστίθεται στο συρµό. Αν
δεν λειτουργεί, τότε παραµένει στο µηχανοστάσιο. ΄Ενα τυχαία επιλεγµένο ϐαγόνι λειτουργεί µε
πιθανότητα 2/3, ανεξάρτητα από όλα τα υπόλοιπα. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X ως το
µήκος του συρµού, δηλαδή το πλήθος των ϐαγονιών που τον αποτελούν.

(α) Ποια είναι η κατανοµή της τ.µ. X; ∆ώστε την πλήρη µαθηµατική περιγραφή της συνάρτησης
πιθανότητας της X.

(ϐ) Ποιο είναι το αναµενόµενο µήκος του συρµού, E[X];

(γ) Ποια είναι η πιθανότητα ότι δεν υπάρχει συρµός στη γραµµή Νέα Ελβετία-Σιδηροδροµικός Σταθ-
µός ;

(δ) Το πλήθος των επιβατών που µπορούν να χωρέσουν στο συρµό είναι ίσο µε 50X (δηλαδή, κάθε
ϐαγόνι χωρά 50 επιβάτες). ΄Εστω Y η τ.µ. που περιγράφει το πλήθος των επιβατών που ϑέλουν να
ταξιδέψουν µε το συρµό. Η τ.µ. Y ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή µεταξύ 101 και 200, δηλαδή

pY (y) =

{
1

100 y = 101, 102, . . . , 199, 200
0 αλλού.

Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος :
A = {ο συρµός µπορεί να µεταφέρει όλους τους επιβάτες που επιθυµούν να ταξιδέψουν}.

Λύση:

(α) Από την εκφώνηση, αναγνωρίζουµε ότι η τ.µ. Χ ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε n = 6 και
p = 2/3: X ∼ ∆(n = 6, p = 2/3). Η σ.π. είναι :

PX(k) =

(
6

k

)(2

3

)k(1

3

)6−k
; k = 0, 1, . . . , 6.

(ϐ) E[X] = np = 6 · 23 = 4 ϐαγόνια.

(γ) P ({δεν υπάρχει συρµός}) = P (X = 0) = pX(0) =
(
6
0

)
(23)0(13)6 = 1

729 = 0.001372.

(δ) Προφανώς το Α συµβαίνει όταν Y ≤ 50X. Καθώς η X παίρνει τις τιµές 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, η 50X
παίρνει τις τιµές 0, 50, 100, 150, 200, 250, 300. Επίσης, η τ.µ. Y παίρνει τις τιµές 101, 102, . . . , 200.

Παρατηρούµε τα εξής :
(i) ΄Οταν ο συρµός έχει X = 4, 5, ή 6 ϐαγόνια είναι πάντα Y ≤ 50X και όλοι οι ταξιδιώτες εξυπηρε-
τούνται.
(ii) ΄Οταν ο συρµός έχει X = 0, 1, ή 2 ϐαγόνια Y > 50X και δεν µπορούν να εξυπηρετηθούν όλοι

οι ταξιδιώτες.
(iii) ΄Οταν ο συρµός έχει X = 3 ϐαγόνια µε χωρητικότητα 50X = 150 επιβατών, τότε εξυπηρετούνται
όλοι όταν 101 ≤ Y ≤ 150.
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Συνεπώς, από τα (i), (ii), (iii) έχουµε ότι :

P (A) = P (X = 3) · P (101 ≤ Y ≤ 150) + P (X = 4) + P (X = 5) + P (X = 6)

= pX(3) ·
150∑

i=101

1

100
+ pX(4) + pX(5) + pX(6)

=

(
6

3

)(2

3

)3(1

3

)3
· 1

2
+

(
6

4

)(2

3

)4(1

3

)2
+

(
6

5

)(2

3

)5(1

3

)
+

(
6

6

)(2

3

)6(1

3

)0
= 0.68.

Θέµα 5 - 25 µονάδες. Από κοινού κατανοµές

Στον παρακάτω πίνακα ϕαίνεται η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) δύο τυχαίων µεταβλη-
τών Χ και Υ. Οι τιµές που αντιστοιχούν στις πιθανότητες pX,Y (−1, 1), pX,Y (0,−1) και pX,Y (0, 0)
πρέπει να υπολογιστούν. ∆ίνεται ότι pX(−1) = 9/18 και P (|X| = |Y |) = 10/18.

X
x = −1 x = 0 x = 1

Y
y = −1 3/18 ; 0
y = 0 4/18 ; 2/18
y = 1 ; 1/18 3/18

(α) Υπολογίστε τις τιµές pX,Y (−1, 1), pX,Y (0,−1) και pX,Y (0, 0) που λείπουν.

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα η τ.µ. X να παίρνει τιµές µικρότερες από την τ.µ. Y .

(γ) Υπολογίστε την οριακή σ.π. της τ.µ. X, pX(x). Οµοίως για την τ.µ. Y .

(δ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (Y = 0 | |X| = 1).

(ε) Προσδιορίστε τη δεσµευµένη σ.π. της Y δεδοµένου ότι X = 1, pY |X(y|x = 1). Υπολογίστε τη
δεσµευµένη µέση τιµή της Y δεδοµένου ότι X = 1, E[Y |X = 1].

Λύση:

(α) ΄Εχουµε ότι :

px(−1) =
9

18
⇒ pX,Y (−1,−1) + pX,Y (−1, 0) + pX,Y (−1, 1) =

9

18

⇒ 3

18
+

4

18
+ pX,Y (−1, 1) =

9

18
⇒ pX,Y (−1, 1) =

2

18
.

Επίσης,

P (|X| = |Y |) =
10

18
⇒ pX,Y (−1,−1) + pX,Y (0, 0) + pX,Y (1, 1) + pX,Y (−1, 1) + pX,Y (1,−1) =

10

18

⇒ 3

18
+ pX,Y (0, 0) +

3

18
+

2

18
+ 0 =

10

18
⇒ pX,Y (0, 0) =

2

18
.

Τέλος, η ιδιότητα κανονικοποίησης µας δίνει∑
x

∑
y

pX,Y (x, y) = 1⇒ pX,Y (0,−1) =
1

18
.

Συνεπώς, η από κοινού σ.π. είναι :
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X
x = −1 x = 0 x = 1

Y
y = −1 3/18 1/18 0
y = 0 4/18 2/18 2/18
y = 1 2/18 1/18 3/18

(ϐ)

P (X < Y ) = pX,Y (−1, 0) + pX,Y (−1, 1) + pX,Y (0, 1)

=
4

18
+

2

18
+

1

18
=

7

18
= 0.3889.

(γ)

pX(x) =
∑
y

pX,Y (x, y) =


9
18 x = −1
4
18 x = 0
5
18 x = 1

pY (y) =
∑
x

pX,Y (x, y) =


4
18 y = −1
8
18 y = 0
6
18 y = 1

(δ)

P (Y = 0 | |X| = 1) =
P (Y = 0 ∩ {X = −1 ∪X = 1})

P (X = −1 ∪X = 1)

=
pX,Y (−1, 0) + pX,Y (1, 0)

pX(−1) + pX(1)
=

4/18 + 2/18

9/18 + 5/18
=

3

7
= 0.4286.

(ε)

pY |X(y | x = 1) =
pX,Y (1, y)

pX(1)
=


0

5/18 = 0 y = −1
2/18
5/18 = 2

5 y = 0
3/18
5/18 = 3

5 y = 1

E[Y | X = 1] =
∑
y

ypY |X(y | x = 1) = 0× 2

5
+ 1× 3

5
=

3

5
= 0.6.


