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Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1

Σε ένα λεωφορείο µε προορισµό το Πανεπιστήµιο Κρήτης, το 40% των επιβατών είναι ϕοιτητές που σπουδάζουν
Επιστήµη Υπολογιστών, το 30% Μαθηµατικά, το 20% Βιολογία και το 10% Ιατρική. Επίσης, οι ϕοιτητές τις Ια-
τρικής αποτελούν το 50% των ϕοιτητών, οι Μαθηµατικοί το 25% και οι Βιολόγοι το 5%.

(α) Επιλέγουµε τυχαία έναν ϕοιτητή. Ποια η πιθανότητα να ϐρίσκεται στο λεωφορείο ;

(ϐ) ∆εδοµένου ότι ο ϕοιτητής ϐρίσκεται στο λεωφορείο, ποια η πιθανότητα να σπουδάζει Επιστήµη Υπολογι-
στών ;

Λύση

΄Εστω τα ενδεχόµενα:

• Λ : ο ϕοιτητής ϐρίσκεται στο λεωφορείο

• Υ : ο ϕοιτητής σπουδάζει Επιστήµη Υπολογιστών

• Μ: ο ϕοιτητής σπουδάζει Μαθηµατικά

• Β: ο ϕοιτητής σπουδάζει Βιολογία

• Ι : ο ϕοιτητής σπουδάζει Ιατρική

Από την εκφώνηση:

P (Y ) = 0.2

P (M) = 0.25

P (B) = 0.05

P (I) = 0.5

P (Λ|Y ) = 0.4

P (Λ|M) = 0.3

P (Λ|B) = 0.2

P (Λ|I) = 0.1

(α) Από ΘΟΠ έχουµε ότι P (Λ) = P (Λ|Y )P (Y ) + P (Λ|M)P (M) + P (Λ|B)P (B) + P (Λ|I)P (I) = 0.215

(ϐ) Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας : P (Y |Λ) = P (Λ|Y )P (Y )

P (Λ)
≈ 0.372

΄Ασκηση 2

΄Ενας σκληρός δίσκος ο οποίος περιέχει δεδοµένα έχει χαλάσει. Εσείς προσπαθείτε να διαβάσετε χειρωνακτικά τα
bits αλλά γνωρίζετε πως κάποια πιθανώς είναι λάθος. Αν υπάρχει ένα 0, τότε η πιθανότητα να διαβάσετε σωστά
είναι 0.8, ενώ αν υπάρχει 1, η πιθανότητα να το διαβάσετε σωστά είναι 0.9. ∆εδοµένου ότι διαβάζετε 0 για κάποιο
bit, ποια η πιθανότητα ότι το έχετε διαβάσει σωστά ;

Λύση

΄Εστω A το γεγονός ότι διαβάζουµε 0, B0 το γεγονός ότι το bit ήταν 0, και B1 το γεγονός ότι το bit ήταν 1. Χρησι-
µοποιόντας το ϑεώρηµα του Bayes έχουµε:

P (B0|A) =
P (A|B0)P (B0)

P (A|B0)P (B0) + P (A|B1)P (B1)
=

0.8× 0.5

0.8× 0.5 + 0.1× 0.5
= 0.889
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΄Ασκηση 3

΄Ενας παίκτης ϱίχνει τρία ϐελάκια, το ένα µετά το άλλο. ΄Εστω Di το γεγονός το i-οστό ϐελάκι να χτυπήσει το
στόχο. ∆ίνεται ότι :

• D1 είναι ανεξάρτητο των D2 και D3 ΚΑΙ της τοµής τους

• P (D1) = 0.8

• P (D2) = 0.8

• P (D3|D2) = 0.9

• P (D3|Dc
2) = 0.5

(α) Να υπολογίσετε την πιθανότητα τρίτο ϐελάκι να χτυπήσει το στόχο.

(ϐ) Να υπολογίσετε την πιθανότητα το δεύτερο ϐελάκι να έχει χτυπήσει το στόχο δεδοµένου ότι το τρίτο ϐελάκι
τον έχει χτυπήσει.

(γ) Να υπολογίσετε την πιθανότητα και τα τρία ϐελάκια να χτυπήσουν το στόχο.

(δ) Να υπολογίσετε την πιθανότητα ακριβώς δύο ϐελάκια να χτυπήσουν το στόχο.

Λύση

(α)

P (D3) = P (D3|D2)P (D2) + P (D3|Dc
2)P (Dc

2)

= 0.9 · 0.8 + 0.5 · 0.2
= 0.72 + 0.10

= 0.82

(ϐ)

P (D2|D3) =
P (D2, D3)

P (D3)

=
P (D3|D2)P (D2)

P (D3)

=
0.9 · 0.8
0.82

=
72

82

(γ)

P (D1, D2, D3) = P (D3|D1, D2)P (D2|D1)P (D1)

= P (D3|D2)P (D2)P (D1)

= 0.9 · 0.8 · 0.8
= 0.576

Επίσης, παρατηρούµε ότι αλλάζοντας απλώς τη σειρά στον κανόνα της αλυσίδας, παίρνουµε το ίδιο απο-
τέλεσµα:

P (D1, D2, D3) = P (D1|D2, D3)P (D3|D2)P (D2)

= P (D1)P (D3|D2)P (D2)

= 0.8 · 0.9 · 0.8
= 0.576
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(δ)

P (ακριβώς 2) = P (D1, D2, D
c
3 ∪D1, D

c
2, D3 ∪Dc

1, D2, D3)

= P (D1, D2, D
c
3) + P (D1, D

c
2, D3) + P (Dc

1, D2, D3)

= P (Dc
3|D2)P (D2)P (D1) + P (D3|Dc

2)P (Dc
2)P (D1) + P (D3|D2)P (D2)P (Dc

1)

= 0.1 · 0.8 · 0.8 + 0.5 · 0.2 · 0.8 + 0.9 · 0.8 · 0.2
= 0.064 + 0.08 + 0.144

= 0.288

΄Ασκηση 4

΄Εχουµε δύο κουτιά, το Α και το Β, στα οποία ϱίχνουµε µέσα τυχαία τρεις µπάλες. ΄Εστω ο δειγµατοχώρος Ω =
{0, 1, 2, 3} και έστω ω οι µπάλες που µπήκαν στο πρώτο κουτί. Θεωρούµε τα 4 αποτελέσµατα του ω ισοπίθανα.
Θεωρούµε ακόµα τα ενδεχόµενα:

• A = {Το πρώτο κουτί περιέχει τουλάχιστον µία µπάλα}

• B = {Το δεύτερο κουτί περιέχει τουλάχιστον δύο µπάλες}

(α) Να υπολογιστούν τα P (A), P (B), P (A ∪B)

(ϐ) Είναι τα Α και Β ανεξάρτητα ;

(γ) Είναι τα Α και Ac ανεξάρτητα ;

(δ) Είναι τα Β και Bc ανεξάρτητα ;

(ε) Είναι τα Α και A ∪B ανεξάρτητα ;

(στ) Είναι τα Α και A ∩B ανεξάρτητα ;

Λύση

Από την εκφώνηση µπορούµε να συµπεράνουµε ότι : A = {1, 2, 3}, Ac = {0}, B = {0, 1}, Bc = {2, 3}, A ∪ B =
Ω, A ∩B = {1}

(α) Αφού τα ενδεχόµενα είναι ισοπίθανα έχουµε:

P (A) = P ({1, 2, 3}) = 3

4
,

P (B) = P ({0, 1}) = 1

2
,

P (A ∪B) = P (Ω) = 1

(ϐ)

P (A ∩B) = P ({1}) = 1

4
̸= P (A)P (B) =

3

4
· 1
2
=

3

8
,

άρα δεν είναι ανεξάρτητα.

(γ)

P (A ∩Ac) = P (∅) = 0 ̸= P (A)P (Ac) =
3

4
· 1
4
=

3

16
,

άρα δεν είναι ανεξάρτητα.

(δ)

P (B ∩Bc) = P (∅) = 0 ̸= P (B)P (Bc) =
1

2
· 1
2
=

1

4
,

άρα δεν είναι ανεξάρτητα.
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(ε) Αφού ισχύει ότι A ∪B = Ω τότε :

P (A ∩ Ω) = P (A) =
3

4
= P (A)P (Ω),

άρα είναι ανεξάρτητα.

(στ)

P (A ∩ (A ∩B)) = P (A ∩B) =
1

4
̸= P (A)P (A ∩B) =

3

4
· 1
4
=

3

16
,

άρα δεν είναι ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 5

Μία ασφαλιστική εταιρία κατατάσσει τους ανθρώπους σε τρεις κατηγορίες ανάλογα µε την επικινδυνότητα τους
στην οδήγηση: Κατηγορία µικρού, µέτριου και µεγάλου ϱίσκου. Τα αρχεία της εταιρίας δείχνουν ότι οι πιθα-
νότητες πελάτες µικρού, µέτριου και µεγάλου ϱίσκου να έχουν ατύχηµα κατά τη διάρκεια ενός έτους είναι 0.05,
0.15 και 0.30, αντίστοιχα. Αν το 20% του πληθυσµού αποτελείται από άτοµα µικρού ϱίσκου, το 50% αποτελείται
από άτοµα µέτριου ϱίσκου και το υπόλοιπο 30% αποτελείται από άτοµα µεγάλου ϱίσκου, ποιο ποσοστό του πλη-
ϑυσµού έχει ατύχηµα κατά τη διάρκεια ενός έτους· Αν κάποιος ασφαλισµένος δεν είχε κανένα ατύχηµα το 2024,
ποια η πιθανότητα ότι είναι άτοµο:

(α) µικρού ϱίσκου ;

(ϐ) µέτριου ϱίσκου ;

Λύση

΄Εστω G το γεγονός κάποιος να είναι καλός οδηγός, M να είναι µέτριος και B κακός. Αν A το γεγονός κάποιος
να είχε ατύχηµα, τότε

P (A) = P (A|G)P (G) + P (A|M)P (M) + P (A|B)P (B) = (0.05) · (0.2) + (0.15)(0.5) + (0.3)(0.3) = 0.175

(α)

P (G|Ac) =
P (Ac|G)P (G)

P (Ac)
=

0.95 · 0.2
0.825

= 0.23.

(ϐ)

P (M |Ac) =
P (Ac|M)P (M)

P (Ac)
=

0.85 · 0.5
0.825

= 0.51.

΄Ασκηση 6

Το 60% των κατοίκων της πόλης Α έχει µπλε αυτοκίνητα, ενώ το υπόλοιπο 40% έχει κόκκινα αυτοκίνητα. Κάποια
στιγµή στην πόλη Α έγινε ένα τροχαίο και ο µόνος αυτόπτης µάρτυρας ισχυρίζεται ότι το αυτοκίνητο που ήταν
υπεύθυνο για το δυστύχηµα ήταν χρώµατος κόκκινου. Παρόλα αυτά, ο µάρτυρας έχει προβλήµατα όρασης και
µπορεί να αναγνωρίσει σωστά το χρώµα του αυτοκινήτου µόνο το 75% των ϕορών. Ποιο είναι το χρώµα που κατά
πάσα πιθανότητα είχε το αυτοκίνητο ;

Λύση

Θεωρούµε τα ενδεχόµενα :

• K = Το αυτοκίνητο είναι κόκκινο.

• B = Το αυτοκίνητο είναι µπλε.

Οι πιθανότητες που παίρνουµε για αυτά τα απλά ενδεχόµενα είναι :

• P (K) = 0.4, αφού το 40% των κατοίκων έχει κόκκινα αυτοκίνητα.

• P (B) = 0.6, αφού το 60% των κατοίκων έχει µπλε αυτοκίνητα.
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Αφού ο µάρτυρας µπορεί να διακρίνει σωστά το αυτοκίνητο το 75% των ϕορών µπορούµε να ορίσουµε τα παρα-
κάτω ενδεχόµενα :

• MB = Ο µάρτυρας είδε µπλε αυτοκίνητο.

• MR = Ο µάρτυρας είδε κόκκινο αυτοκίνητο.

Και οι αντίστοιχες πιθανότητες είναι :

P (MR|K) = 0.75

P (MR|B) = 0.25

P (MB |K) = 0.25

P (MB |B) = 0.75

Εφόσον ο µάρτυρας ισχυρίζεται ότι είδε κόκκινο αυτοκίνητο, η πιθανότητα το αυτοκίνητο να είναι όντας κόκκινο
δίνεται από τον νόµο του Bayes και είναι ίση µε :

P (K|MR) =
P (MR|K)P (K)

P (MR)

=
P (MR|K)P (K)

P (MR|K)P (K) + P (MR|B)P (B)

=
0.75 · 0.4

(0.75 · 0.4) + (0.25 · 0.6)
≈ 0.7

Η πιθανότητα το αυτοκίνητο να είναι µπλε ενώ ο µάρτυρας είδε κόκκινο είναι ίση µε :

P (B|MR) = 1− P (K|MR) = 1− 0.7 = 0.3

΄Αρα το αυτοκίνητο κατά πάσα πιθανότητα ήταν κόκκινο.

΄Ασκηση 7

Το διάγραµµα πιθανοτήτων µετάβασης για ένα τριαδικό κανάλι ϕαίνεται στο Σχήµα 1. Υποθέστε ότι τα σύµβολα
0, 1 και 2 στέλνονται µε πιθανότητες 1/2, 1/4 και 1/4 αντίστοιχα.

(α) Βρείτε τις πιθανότητες λήψης συµβόλων.

(ϐ) ∆εδοµένου ότι λαµβάνεται 1, ϐρείτε τις πιθανότητες να εστάλη 0, 1 ή 2. Να απαντήσετε συναρτήσει του
όρου ε (όπως ϕαίνεται και από το Σχήµα 1, το ε είναι η πιθανότητα η έξοδος του καναλιού να έχει διαφο-
ϱετικό σύµβολο από αυτό της εισόδου. Αντίστοιχα, το 1− ε είναι η πιθανότητα η έξοδος να έχει το ίδιο σύµ-
ϐολο µε την είσοδο).

0

1

2

0

1

2

Input Output
1− ε

ε

1− ε

ε

1− ε

ε

Σχήµα 1: ∆ιάγραµµα Πιθανοτήτων Μεταβάσεων

Λύση
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(α) ΄Εστω Ai το γεγονός ότι εστάλη i και Bi το γεγονός ότι ελήφθη i. Χρησιµοποιώντας τον νόµο της ολικής πιθα-
νότητας και της δεσµευµένης πιθανότητας έχουµε:

P (B0) = P (B0|A0)P (A0) + P (B0|A2)P (A2)

=
1

2
(1− ε) +

1

4
ε =

1

2
− 1

4
ϵ

P (B1) =
1

2
ε+

1

4
(1− ε) =

1

4
+

1

4
ε

P (B2) =
1

4
ε+

1

4
(1− ε) =

1

4

΄Οπως ήταν αναµενόµενο το άθροισµα των πιθανοτήτων των γεγονότων Bi είναι 1.

(ϐ)

P (A0|B1) =
P (A0|B1)

P (B1)

=
1
2ε

1
2ε+

1
4 (1− ε)

=
2ε

1 + ε

P (A1|B1) =
1
4 (1− ε)

1
2ε+

1
4 (1− ε)

=
1− ε

1 + ε

P (A2|B1) = 0

Μπορείτε να παρατηρήσετε ότι το άθροισµα των δεσµευµένων πιθανοτήτων είναι 1.
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