
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ

Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

ΗΥ-217: Πιθανότητες - Χειµερινό Εξάµηνο 2025-2026

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Λύσεις Νέας Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1

Θεωρούµε τις τυχαίες µεταβλητές X και Y µε από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

fX,Y (x, y) =

{
c(2x+ y), 2 < x < 6, 0 < y < 5,

0, αλλού.

(αʹ) Να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς c.

(ϐʹ) Να ϐρεθούν οι περιθωριακές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των τ.µ. X και Y .

(γʹ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (3 < X < 4, Y > 2).

(δʹ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (X > 3).

(εʹ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (X + Y > 4).

(ϛʹ) Είναι οι X και Y ανεξάρτητες τ.µ.; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.

Λύση

(α) ΄Εχουµε ότι : ∫ 6

2

∫ 5

0

c(2x+ y) dx dy = 1

∫ 6

2

c

[
2xy +

y2

2

]5
0

dx =

∫ 6

2

c

(
10x+

25

2

)
dx = 210c = 1

c =
1

210

(ϐ) Οι περιθωριακές συναρτήσεις πυκνότητας των τ.µ. X και Y :

fX(x) =

∫ 5

0

fX,Y (x, y) dy =

∫ 5

0

2x+ y

210
dy

=
1

210

[
2xy +

y2

2

]5
0

=
1

210

(
10x+

25

2

)
και

fY (y) =

∫ 6

2

fX,Y (x, y) dx =

∫ 6

2

2x+ y

210
dx

=
1

210

[
x2 + yx

]6
2
=

1

210
(32 + 4y)

(γ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα:

P (3 < X < 4, Y > 2) =
1

210

∫ 4

3

∫ 5

2

(2x+ y) dx dy =
3

20

1



(δ)

P (X > 3) =
1

210

∫ 6

3

∫ 5

0

(2x+ y) dx dy =
23

28

(ε) Από το Σχήµα 1:

P (X + Y > 4) = 1− P (X + Y ≤ 4)

= 1− 1

210

∫ 4

2

∫ 4−x

0

(2x+ y) dx dy = 1− 2

35
=

33

35

(στ) Οι τ.µ. X και Y δεν είναι ανεξάρτητες, διότι :

f(x, y) ̸= f1(x) f2(y)

Σχήµα 1: Περιοχή για το ερώτηµα (ε).

΄Ασκηση 2

Οι συνεχείς τυχαίες µεταβλητές X και Y έχουν από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

fX,Y (x, y) =

{
12xy(1− x), 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0, αλλού.

(αʹ) Να ϐρεθούν οι περιθωριακές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των τ.µ. X και Y .

(ϐʹ) Να εξετάσετε αν οι X και Y είναι ανεξάρτητες τ.µ.

(γʹ) Να ϐρεθούν :

(ι) Η µέση τιµή των τ.µ. X και Y , δηλαδή E[X] και E[Y ].

(ιι) Η διασπορά των τ.µ. X και Y , δηλαδή var(X) και var(Y ).
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(α) Η περιθωριακή σ.π.π. της fX,Y για την τ.µ. X γίνεται :

fX(x) =

∫ 1

0

fX,Y (x, y) dy =

∫ 1

0

12xy(1− x) dy = 12x(1− x)

∫ 1

0

y dy

= 12x(1− x)

[
y2

2

]1
0

= 6x(1− x).

Η περιθωριακή σ.π.π. της fX,Y για την τ.µ. Y ϑα είναι :

fY (y) =

∫ 1

0

fX,Y (x, y) dx =

∫ 1

0

12xy(1− x) dx = 12y

∫ 1

0

x(1− x) dx

= 12y

∫ 1

0

(x− x2) dx = 12y

[
x2

2
− x3

3

]1
0

= 12y

(
1

2
− 1

3

)
= 12y · 1

6
= 2y.

(ϐ) Για να είναι οι τ.µ. X,Y ανεξάρτητες ϑα πρέπει να ισχύει :

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y), ∀x, y ∈ (0, 1).

΄Εχουµε ότι :

fX(x)fY (y) = 6x(1− x) · 2y = 12xy(1− x) = fX,Y (x, y), ∀x, y ∈ (0, 1).

Εποµένως, οι X,Y είναι ανεξάρτητες τ.µ.

(γ) (ι) Η µέση τιµή της τ.µ. X γίνεται :

E[X] =

∫ 1

0

x fX(x) dx =

∫ 1

0

x · 6x(1− x) dx = 6

∫ 1

0

x2(1− x) dx

= 6

∫ 1

0

(x2 − x3) dx = 6

[
x3

3
− x4

4

]1
0

= 6

(
1

3
− 1

4

)
=

1

2
.

Για τη µέση τιµή της τ.µ. Y έχουµε:

E[Y ] =

∫ 1

0

y fY (y) dy =

∫ 1

0

y · 2y dy =

∫ 1

0

2y2 dy =
2

3

[
y3
]1
0
=

2

3
.

(γ) (ιι) Η διασπορά της τ.µ. X γίνεται :

var[X] = E[X2]− (E[X])2.

Υπολογίζουµε τη ϱοπή δεύτερης τάξης E[X2] ως εξής :

E[X2] =

∫ 1

0

x2 fX(x) dx =

∫ 1

0

x2 · 6x(1− x) dx = 6

∫ 1

0

x3(1− x) dx

= 6

∫ 1

0

(x3 − x4) dx = 6

[
x4

4
− x5

5

]1
0

= 6

(
1

4
− 1

5

)
=

3

10
.

Εποµένως, έχουµε:

var[X] = E[X2]− (E[X])2 =
3

10
−
(
1

2

)2

=
3

10
− 1

4
=

1

20
.

Αντίστοιχα, η διασπορά της τ.µ. Y γίνεται :

var[Y ] = E[Y 2]− (E[Y ])2.

E[Y 2] =

∫ 1

0

y2 fY (y) dy =

∫ 1

0

y2 · 2y dy =

∫ 1

0

2y3 dy =

[
2y4

4

]1
0

=
1

2
.

΄Αρα:
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var[Y ] = E[Y 2]− (E[Y ])2 =
1

2
−
(
2

3

)2

=
1

2
− 4

9
=

1

18
.

E[X] =
1

2
, E[Y ] =

2

3
, var(X) =

1

20
, var(Y ) =

1

18
.

΄Ασκηση 3

Οι τ.µ. X και Y είναι από κοινού Γκαουσιανές µε µέση τιµή µηδέν και διασπορά µονάδα. Επίσης, ισχύει ότι

E[XY ] = 0.5. Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των τ.µ. W = X + Y και Z = |W |.
Λύση

Αφού γνωρίζουµε οι X και Y είναι από κοινού Γκαουσιανές, τότε και η W = X + Y ϑα είναι και αυτή Γκαουσια-

νή, µε :

E[W ] = E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] = 0

και

var(W ) = E[W 2]− (E[W ])2

= E[(X + Y )2]− 0

= E[X2 + Y 2 + 2XY ]

= E[X2] + E[Y 2] + E[2XY ]

= 1 + 2 · 0.5 + 1 = 3.

΄Αρα:

fW (w) =
1√
6π

e−w2/6.

∆εδοµένου ότι Z = |W |, γνωρίζουµε ότι η Z παίρνει µη αρνητικές τιµές. ΄Αρα για z > 0:

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (|W | ≤ z) = P (−z ≤ W ≤ z)

= FW (z)− FW (−z) = FW (z)− (1− FW (z))

= 2FW (z)− 1.

Συνεπώς:

fZ(z) =
d

dz
FZ(z) = 2fW (z), z > 0,

και τελικά:

fZ(z) =


2√
6π

e−z2/6, z > 0,

0, z ≤ 0.

΄Ασκηση 4

Θεωρούµε τη συνεχή οµοιόµορφη τ.µ. X για την οποία γνωρίζουµε ότι E[X] = 4
8 = 0.5 και var(X) = 25

12 . Η τ.µ.

X είναι είσοδος σε ένα σύστηµα µε µετασχηµατισµό Y = X2
.

(αʹ) Να υπολογίσετε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) fX(x) και να σχεδιάσετε τη γραφική της

παράσταση.

(ϐʹ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού Y = X2
και να δώσετε το πεδίο τιµών της τ.µ.

Y .

(γʹ) Να υπολογίσετε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FY (y) και τη σ.π.π. fY (y).
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Λύση:

(α) Καθώς X ∼ U [a, b], ισχύουν οι τύποι :

E[X] =
a+ b

2
= 0.5 =⇒ a+ b = 1

var(X) =
(b− a)2

12
=

25

12
=⇒ (b− a)2 = 25 =⇒ b− a = 5

Λύνοντας το σύστηµα, ϐρίσκουµε a = −2 και b = 3. ΄Αρα η σ.π.π. της X είναι :

fX(x) =

{
1/5, −2 ≤ x < 3

0, αλλιώς

Σχήµα 2: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fX(x).

(ϐ) Η τ.µ. Y = X2
παίρνει τιµές στο διάστηµα [0, 9], καθώς το X κυµαίνεται από −2 έως 3.

Σχήµα 3: Γραφική παράσταση µετασχηµατισµού Y = X2
.

(γ) Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FY (y) υπολογίζεται ως εξής :

Για y < 0, FY (y) = 0.

Για y ≥ 0:

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X2 ≤ y) = P (−√
y ≤ X ≤ √

y)

• Αν 0 ≤ y ≤ 4: FY (y) =
∫√

y

−√
y
fX(x)dx =

∫√
y

−√
y
0.2dx = 0.4

√
y

• Αν 4 < y ≤ 9: FY (y) =
∫√

y

−2
fX(x)dx =

∫√
y

−2
0.2dx = 0.2(

√
y + 2) = 0.2

√
y + 0.4
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• Αν y > 9: FY (y) = 1

΄Αρα, έχουµε:

FY (y) =


0, y ≤ 0

0.4
√
y, 0 < y ≤ 4

0.2
√
y + 0.4, 4 < y ≤ 9

1, y > 9

Η σ.π.π. fY (y) προκύπτει από την παραγώγιση της FY (y):

fY (y) =


0.2√
y , 0 < y ≤ 4

0.1√
y , 4 < y ≤ 9

0, αλλιώς

΄Ασκηση 5

Οι συνεχείς τ.µ. X και Y έχουν από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.):

fX,Y (x, y) =


5
3 , 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1, 0 ≤ x+ y < 1

c, 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1, 1 ≤ x+ y < 2

0, αλλού

(αʹ) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π. και υπολογίστε τη σταθερά c.

(ϐʹ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π.π. της τ.µ. X.

(γʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X + Y < 4/3).

(δʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X2 + Y 2 ≥ 1).

Λύση:

(α) Οι τ.µ. X,Y παίρνουν τιµές στο γραµµοσκιασµένο τετράγωνο του σχήµατος (Σχήµα 4). Από τη σχέση κανονι-

κοποίησης πρέπει : ∫∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dx dy = 1

=⇒ 5

3
EOAΓ + cEABΓ = 1

Αντικαθιστώντας τα εµβαδά:

=⇒ 5

3
· 1
2
+ c · 1

2
= 1

=⇒ 5

6
+

c

2
= 1 =⇒ c

2
= 1− 5

6
=

1

6

=⇒ c =
1

3

΄Αρα c = 1/3 ≈ 0.333
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Σχήµα 4: Γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π.

(ϐ) Για x ∈ [0, 1] η fX(x) υπολογίζεται ολοκληρώνοντας ως προς y από 0 έως 1. Το ολοκλήρωµα χωρίζεται στο τµήµα [0, 1−
x) όπου f = 5/3 και στο [1− x, 1] όπου f = 1/3.

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dy =

∫ 1−x

0

5

3
dy +

∫ 1

1−x

1

3
dy =⇒

fX(x) =
5

3
[y]1−x

0 +
1

3
[y]11−x =⇒

fX(x) =
5

3
(1− x) +

1

3
(1− (1− x)) =⇒

fX(x) =
5

3
− 5

3
x+

1

3
x =

5

3
− 4

3
x

΄Αρα:

fX(x) =

{
5
3 − 4

3x, 0 ≤ x < 1

0, αλλού

(γ) ΄Εχω:

P (X + Y <
4

3
) = 1− P (X + Y ≥ 4

3
) =

1− 1

3
E∆BZ = 1− 1

3
· 1
2
· 2
3
· 2
3

=⇒

P (X + Y <
4

3
) = 1− 2

27
= 0.9259
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Σχήµα 5: Βοηθητικό Σχήµα για υπολογισµό πιθανότητας

(δ) ΄Εχω:

P (X2 + Y 2 ≤ 1) =
5

3
EOAΓ +

1

3
EAHΓ =

=
5

3
· 1
2
· 1 · 1 + 1

3
· (π · 12

4
− 1

2
· 1 · 1) = 0.9285

Σχήµα 6: Βοηθητικό Σχήµα για υπολογισµό πιθανότητας

΄Ασκηση 6

΄Εστω δύο Γκαουσιανές τ.µ. X και Y µε τις εξής παραµέτρους : E[X] = 1, E[Y ] = 3, var(X) = 4, var(Y ) = 1,

ρX,Y = 0.2.

(αʹ) Να ϐρεθεί η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ. Z = 2X + 3Y − 1.
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(ϐʹ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (Z2 − 2Z ≤ 0) εκφράζοντας την απάντησή σας ϐάσει τιµών της αθροιστικής

συνάρτησης κατανοµής της τυπικής Γκαουσιανής.

(γʹ) ΄Εστω W = X + αY . Να υπολογιστεί η τιµή της σταθεράς α ώστε οι τ.µ. W και X να είναι ασυσχέτιστες.

Λύση:

(α) ΄Εχουµε τις παραµέτρους : E[X] = 1, E[Y ] = 3, var(X) = 4, var(Y ) = 1, ρX,Y = 0.2. Η µέση τιµή της

Z = 2X + 3Y − 1 είναι :

E[Z] = E[2X + 3Y − 1] = 2E[X] + 3E[Y ]− 1 = 2(1) + 3(3)− 1 = 2 + 9− 1 = 10

Η διασπορά της Z είναι :

var(Z) = var(2X + 3Y − 1) = var(2X + 3Y )

Χρησιµοποιώντας τον τύπο var(aX + bY ) = a2var(X) + b2var(Y ) + 2abcov(X,Y ), έχουµε:

var(Z) = var(2X) + var(3Y ) + 2cov(2X, 3Y )

var(Z) = 4var(X) + 9var(Y ) + 12cov(X,Y )

Γνωρίζουµε ότι ρX,Y = cov(X,Y )√
var(X)var(Y )

, άρα cov(X,Y ) = ρX,Y

√
var(X)var(Y ).

cov(X,Y ) = 0.2 ·
√
4 · 1 = 0.2 · 2 = 0.4

Αντικαθιστούµε στην έκφραση για τη διασπορά:

var(Z) = 4(4) + 9(1) + 12(0.4) = 16 + 9 + 4.8 = 29.8

Εποµένως, E[Z] = 10 και var(Z) = 29.8.

(ϐ) Η τ.µ. Z, ως γραµµικός συνδυασµός Γκαουσιανών τ.µ., είναι επίσης Γκαουσιανή: Z ∼ N(10, 29.8). Ζητούµε

την πιθανότητα P (Z2 − 2Z ≤ 0).
P (Z2 − 2Z ≤ 0) = P (Z(Z − 2) ≤ 0)

Αφού Z(Z − 2) ≤ 0 όταν 0 ≤ Z ≤ 2, έχουµε:

P (Z2 − 2Z ≤ 0) = P (0 ≤ Z ≤ 2)

Για να υπολογίσουµε αυτήν την πιθανότητα, τυποποιούµε την Z:

P (0 ≤ Z ≤ 2) = P

(
0− E[Z]√
var(Z)

≤ Z − E[Z]√
var(Z)

≤ 2− E[Z]√
var(Z)

)

P (0 ≤ Z ≤ 2) = P

(
0− 10√
29.8

≤ Z − 10√
29.8

≤ 2− 10√
29.8

)
Εκφράζοντας την απάντηση ϐάσει της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της τυπικής Γκαουσιανής Φ(·):

P (0 ≤ Z ≤ 2) = Φ

(
2− 10√
29.8

)
− Φ

(
0− 10√
29.8

)
P (0 ≤ Z ≤ 2) ≈ Φ(−1.4635)− Φ(−1.8319)

P (0 ≤ Z ≤ 2) ≈ Φ(1.8319)− Φ(1.4635)

(γ) Οι τ.µ. W = X + αY και X είναι ασυσχέτιστες αν cov(W,X) = 0. Αυτό είναι ισοδύναµο µε cov(W,X) =
E[WX]− E[W ]E[X] = 0, δηλαδή E[WX] = E[W ]E[X].
Υπολογίζουµε πρώτα E[W ] και E[X]:

E[W ] = E[X + αY ] = E[X] + αE[Y ] = 1 + α(3) = 1 + 3α

E[X] = 1

΄Αρα, E[W ]E[X] = (1 + 3α) · 1 = 1 + 3α.
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Υπολογίζουµε τώρα E[WX]:

E[WX] = E[(X + αY )X] = E[X2 + αXY ] = E[X2] + αE[XY ]

Γνωρίζουµε ότι var(X) = E[X2]− (E[X])2, άρα E[X2] = var(X) + (E[X])2 = 4 + 12 = 5. Επίσης, cov(X,Y ) =
E[XY ]− E[X]E[Y ], άρα E[XY ] = cov(X,Y ) + E[X]E[Y ].

E[XY ] = 0.4 + (1)(3) = 3.4

Αντικαθιστούµε στην έκφραση για το E[WX]:

E[WX] = 5 + α(3.4) = 5 + 3.4α

Για να είναι ασυσχέτιστες, πρέπει E[WX] = E[W ]E[X]:

5 + 3.4α = 1 + 3α

3.4α− 3α = 1− 5

0.4α = −4

α =
−4

0.4
= −10

Η τιµή της σταθεράς είναι α = −10.

΄Ασκηση 7

Θεωρείστε έναν κύλινδρο µε ύψος H και ακτίνα R, όπου H και R είναι δύο ανεξάρτητες και όµοια κατανεµη-

µένες τ.µ. που ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [0, 1]: H ∼ U [0, 1] και R ∼ U [0, 1]. Ο όγκος του

κυλίνδρου είναι προφανώς V = πHR2
.

(αʹ) Να υπολογιστεί ο µέσος όγκος, E[V ], του κυλίνδρου.

(ϐʹ) Ποια είναι η πιθανότητα ο όγκος του κυλίνδρου να είναι µεγαλύτερος από
π
27 δεδοµένου ότι το ύψος του

είναι ίσο µε
1
3 ;

(γʹ) Να υπολογιστεί η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FV (v), του όγκου V . Ποια η πιθανότητα P (V ≤
π/2);

(δʹ) Να υπολογιστεί η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, fV (v).

Λύση:

(α) Υπολογισµός του µέσου όγκου E[V ], όπου V = πHR2
. Καθώς οι H και R είναι ανεξάρτητες τ.µ., έχουµε:

E[V ] = E[πHR2] = πE[H]E[R2]

Επειδή H ∼ U [0, 1] και R ∼ U [0, 1]:

E[H] =
0 + 1

2
=

1

2

Για το E[R2], χρησιµοποιούµε τον τύπο var(R) = E[R2]− (E[R])2. Για οµοιόµορφη κατανοµή U [a, b], var(R) =
(b−a)2

12 .

var(R) =
(1− 0)2

12
=

1

12

E[R2] = var(R) + (E[R])2 =
1

12
+

(
1

2

)2

=
1

12
+

1

4
=

1 + 3

12
=

4

12
=

1

3

Εποµένως, ο µέσος όγκος είναι :

E[V ] = π · E[H] · E[R2] = π · 1
2
· 1
3
=

π

6

(ϐ) Υπολογισµός της πιθανότητας P
(
V > π

27

∣∣∣H = 1
3

)
.

P

(
V >

π

27

∣∣∣H =
1

3

)
= P

(
πHR2 >

π

27

∣∣∣H =
1

3

)
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Αντικαθιστούµε H = 1/3:

= P

(
π

(
1

3

)
R2 >

π

27

)
= P

(π
3
R2 >

π

27

)
∆ιαιρούµε µε π/3:

= P

(
R2 >

1

9

)
= P

(
R >

1

3

)
Αφού R ∼ U [0, 1], η πιθανότητα είναι :

P

(
R >

1

3

)
= 1− P

(
R ≤ 1

3

)
= 1− FR

(
1

3

)
Για την U [0, 1], FR(r) = r για 0 ≤ r ≤ 1:

P

(
R >

1

3

)
= 1− 1

3
=

2

3

(γ) Υπολογισµός της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής FV (v) = P (V ≤ v), όπου V = πHR2
. Οι H και R

είναι ανεξάρτητες και οµοιόµορφες στο [0, 1]. Ο όγκος V παίρνει τιµές στο διάστηµα [0, π]. Για 0 < v ≤ π:

FV (v) = P (V ≤ v) = P (πHR2 ≤ v) = P
(
HR2 ≤ v

π

)
Ο υπολογισµός γίνεται µε ολοκλήρωση της από κοινού συνάρτησης πυκνότητας fH,R(h, r) = 1 για 0 < h <
1, 0 < r < 1:

FV (v) =

∫∫
D

fH,R(h, r) dh dr =

∫∫
D

1 dh dr

όπου για D :hr2 ≤ v
π .

Σχήµα 7: Βοηθητικό Σχήµα για υπολογισµό αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής

FV (v) =

∫ v/π

0

∫ 1

0

dh dr +

∫ 1

v/π

∫ √
v
πh

0

dh dr

FV (v) =

∫ v/π

0

1 dr +

∫ 1

v/π

√
v

πh
dr

FV (v) = [r]
v/π
0 +

√
v

π

∫ 1

v/π

h− 1
2 dh
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FV (v) = [r]
v/π
0 +

√
v

π

[
2
√
h
]1
v/π

FV (v) =
v

π
+

√
v

π
· 2
(
1−

√
v/π

)
FV (v) =

v

π
+ 2

√
v

π
− 2

v

π

FV (v) = 2

√
v

π
− v

π

Συνοψίζοντας την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής:

FV (v) =


0, v ≤ 0

2
√

v
π − v

π , 0 < v ≤ π

1, v > π

Υπολογισµός της πιθανότητας P (V ≤ π/2):

P (V ≤ π/2) = FV

(π
2

)
Επειδή 0 < π/2 ≤ π:

FV

(π
2

)
= 2

√
π/2

π
− π/2

π
= 2

√
1

2
− 1

2

FV

(π
2

)
=

√
2− 1

2
≈ 1.4142− 0.5 = 0.9142

(δ) Υπολογισµός της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας fV (v). Η fV (v) είναι η παράγωγος της FV (v): fV (v) =
dFV (v)

dv . Για 0 < v ≤ π:

fV (v) =
d

dv

(
2

√
v

π
− v

π

)
=

d

dv

(
2π−1/2v1/2 − 1

π
v

)
fV (v) = 2π−1/2

(
1

2
v−1/2

)
− 1

π
=

1√
πv

− 1

π

Συνοψίζοντας την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

fV (v) =

{
1√
πv

− 1
π , 0 < v ≤ π

0, αλλού
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