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• Η παράδοση των ασκήσεών σας ϑα γίνεται ηλεκτρονικά, ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΑ µέσω της σελίδας e-learn του
µαθήµατος, εδώ. Παραδόσεις µε e-mail ή οποιονδήποτε άλλον τρόπο δε ϑα γίνονται δεκτές και ϑα µηδε-

νίζονται.

• Για την παράδοση, σκανάρετε ή ϕωτογραφίστε τις κόλλες των ασκήσεών σας και ϕτιάξτε ένα PDF που ϑα
περιλαµβάνει όλες τις λύσεις.

• ΣΙΓΟΥΡΕΥΤΕΙΤΕ ότι τα σκαναρίσµατα είναι ΕΥ∆ΙΑΚΡΙΤΑ και ΕΥΚΟΛΟ∆ΙΑΒΑΣΤΑ· ϑολές εικόνες µπορεί
να οδηγήσουν σε µηδενισµό.

΄Ασκηση 1

΄Εστω η τ.µ. X µε Συνάρτηση Μάζας Πιθανότητας (ΣΜΠ):

pX(x) =


|x|
c
, αν x = −2,−1, 0, 1, 2

0, αλλιώς.

(αʹ) Υπολογίστε την τιµή της σταθεράς c.

(ϐʹ) Υπολογίστε τη µέση τιµή E[X] της τ.µ. Χ .

(γʹ) Ορίστε τη νέα τ.µ. Z = (X − E[X])2 και ϐρείτε τη ΣΜΠ pZ(z) της τ.µ. Ζ .

(δʹ) Χρησιµοποιώντας το (γ), υπολογίστε τη διασπορά var(X) της τ.µ. Χ .

(εʹ) Επαληθεύστε το αποτέλεσµα µέσω var(X) =
∑

x(x− E[X])2pX(x).

Λύση ΄Ασκησης 1.

(αʹ) Σύµφωνα µε το αξίωµα της κανονικοποίησης, πρέπει το άθροισµα των πιθανοτήτων όλων των τιµών της δια-
κριτής τυχαίας µεταβλητής να ισούται µε 1:

1 =

2∑
x=−2

pX(x) =
1

c
(|−2|+ |−1|+ |0|+ |1|+ |2|) = 6

c
⇒ c = 6.

(ϐʹ) ΄Εχουµε:

E[X] =

2∑
x=−2

x pX(x) =
1

6
(−2 · 2 + (−1) · 1 + 0 + 1 · 1 + 2 · 2) = 0.

Εφόσον η pX(x) είναι άρτια (συµµετρική γύρω από το x = 0), η E[X] µηδενίζεται.
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(γʹ) Αφού E[X] = 0, ϑέτουµε Z = X2. Η Z µπορεί να πάρει τις τιµές 1 και 4 (αφού το X µπορεί να είναι ±1,
±2):

pZ(z) = P (X2 = z) = pX(−
√
z) + pX(

√
z) =

|−
√
z|

6
+

|
√
z|
6

=
2
√
z

6
=

√
z

3
, z = 1, 4.

(δʹ) Η διασπορά της X ορίζεται ως :

var(X) = E[(X − E[X])2] = E[X2] =
∑
z

z pZ(z) = 1 · 1
3
+ 4 · 2

3
= 3.

(εʹ) Επαληθεύουµε το αποτέλεσµα µέσω του ορισµού:

var(X) =

2∑
x=−2

(x− E[X])2pX(x) = (−2)2
2

6
+ (−1)2

1

6
+ 0 + (1)2

1

6
+ (2)2

2

6
= 3.

΄Ασκηση 2

΄Ενας δέκτης λαµβάνει πακέτα δεδοµένων που αποτελούνται από 8 bits το καθένα. Κάθε bit µεταδίδεται σωστά µε
πιθανότητα p = 0.98, ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα.

(αʹ) ΄Εστω η τυχαία µεταβλητή X που δηλώνει το πλήθος των λανθασµένων bits σε ένα πακέτο. Ποια κατανοµή
ακολουθεί η X και ποιες είναι οι παράµετροί της·

(ϐʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα ένα πακέτο να περιέχει :

• κανένα λάθος bit,
• ακριβώς 1 λάθος bit,
• τουλάχιστον 2 λάθος bits.

(γʹ) Υπολογίστε τη µέση τιµή E[X] και τη διασπορά var(X) της X.

(δʹ) Ο δέκτης λαµβάνει συνολικά 1000 τέτοια πακέτα. Ποιος είναι ο αναµενόµενος συνολικός αριθµός λανθα-
σµένων bits που ϑα ληφθούν·

Λύση ΄Ασκησης 2.

(αʹ) Κάθε ϐιτ µεταδίδεται σωστά µε πιθανότητα p = 0.98, άρα λάθος µε πιθανότητα

q = 1− p = 0.02.

Σε ένα πακέτο 8 ϐιτς, ο αριθµός λανθασµένων ϐιτς

X ∼ Bin(n = 8, q = 0.02),

µε Συνάρτηση Μάζας Πιθανότητας (ΣΜΠ)

P (X = k) =

(
8

k

)
q k(1− q) 8−k =

(
8

k

)
(0.02)k(0.98)8−k, k = 0, 1, . . . , 8.

(ϐʹ) Πιθανότητες :

P (X = 0) =

(
8

0

)
(0.02)0(0.98)8 = (0.98)8 ≈ 0.850763.

P (X = 1) =

(
8

1

)
(0.02)1(0.98)7 = 8 · 0.02 · (0.98)7 ≈ 0.138900.

P (X ≥ 2) = 1−
(
P (X = 0) + P (X = 1)

)
≈ 1− (0.850763 + 0.138900) ≈ 0.010337.

(γʹ) Αναµενόµενη τιµή και διασπορά ∆ιωνυµικής :

E[X] = nq = 8 · 0.02 = 0.16, var(X) = nq(1− q) = 8 · 0.02 · 0.98 = 0.1568.

(δʹ) Για 1000 ανεξάρτητα πακέτα, αν Xi είναι τα λάθη στο i-οστό πακέτο, τότε

Συνολικά λάθη S =

1000∑
i=1

Xi ⇒ E[S] =

1000∑
i=1

E[Xi] = 1000 · 0.16 = 160 .
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΄Ασκηση 3

΄Ενα δίκαιο Ϲάρι ϱίχνεται διαδοχικά µέχρι να εµφανιστεί για πρώτη ϕορά ο αριθµός ‘6’. Ορίζουµε την τυχαία µε-
ταβλητή Y ως τον αριθµό των ϱίψεων που απαιτούνται µέχρι την πρώτη επιτυχία.

(αʹ) Γράψτε τη συνάρτηση µάζας πιθανότητας (ΣΜΠ) της Y . Ποια κατανοµή ακολουθεί η Y και ποιες είναι οι
παράµετροί της·

(ϐʹ) Υπολογίστε :

• P (Y = 1), δηλαδή την πιθανότητα να ϕέρουµε 6 στην πρώτη ϱίψη.

• P (Y = 3), δηλαδή να χρειαστούν ακριβώς 3 ϱίψεις.

• P (Y ≤ 4), δηλαδή να ϕέρουµε 6 στις πρώτες 4 ϱίψεις.

(γʹ) Υπολογίστε τη µέση τιµή E[Y ] και τη διασπορά var(Y ) της Y .

(δʹ) Υποθέστε τώρα ότι ϑέλουµε να πετύχουµε δύο επιτυχίες (δύο εξάρια) αντί για µία. Ποια κατανοµή περι-
γράφει αυτήν την περίπτωση· Ποια είναι η µέση τιµή της νέας τ.µ.·

Λύση ΄Ασκησης 3.

(αʹ) Κάθε ϱίψη έχει πιθανότητα επιτυχίας (να έρθει ‘6’)

p =
1

6
, 1− p =

5

6
.

Ο αριθµός ϱίψεων µέχρι την πρώτη επιτυχία Y ακολουθεί Γεωµετρική κατανοµή:

P (Y = k) = (1− p)k−1p =
(5
6

)k−1 1

6
, k = 1, 2, . . .

(ϐʹ) Υπολογισµοί :

P (Y = 1) =
1

6
≈ 0.1667, P (Y = 3) =

(5
6

)2 1
6
=

25

216
≈ 0.1157.

P (Y ≤ 4) =

4∑
k=1

(5
6

)k−1 1

6
= 1−

(5
6

)4
= 1− 625

1296
=

671

1296
≈ 0.5174.

(γʹ) Για Γεωµετρική µε παράµετρο p ισχύει

E[Y ] =
1

p
, var(Y ) =

1− p

p2
.

΄Αρα, µε p = 1
6 :

E[Y ] = 6, var(Y ) =
5/6

(1/6)2
=

5

6
· 36 = 30.

(δʹ) Αν Ϲητάµε δύο επιτυχίες (δύο εξάρια), ο αριθµός ϱίψεων T µέχρι να συµβούν ακολουθεί Αρνητική ∆ιωνυ-

µική (NegativeBinomial) µε r = 2, p = 1
6 :

P (T = k) =

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−r =

(
k − 1

1

)(1
6

)2(5
6

)k−2

, k = 2, 3, . . .

Η µέση τιµή είναι

E[T ] =
r

p
=

2

1/6
= 12.

(προαιρετικά : var(T ) =
r(1− p)

p2
=

2 · 5/6
(1/6)2

= 60.)
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΄Ασκηση 4

΄Εστω οι τ.µ. X ∈ {1, 2} και Y ∈ {1, 2, 3} µε από κοινού ΣΜΠ p(x, y) = c(x + y) , όπου x ∈ {1, 2}, y ∈ {1, 2, 3}
και c είναι µία σταθερά .

(αʹ) Υπολογίστε τη σταθερά c.

(ϐʹ) Βρείτε τις περιθωριακές συναρτήσεις πιθανότητας για τις τ.µ. Χ και Υ , pX(x), pY (y).

(γʹ) Είναι οι X και Y ανεξάρτητες· Αιτιολογήστε.

(δʹ) Υπολογίστε E[X], E[Y ] και E[2X + 3Y ].

Λύση ΄Ασκησης 4.

(αʹ) Πρέπει να ισχύει η κανονικοποίηση:

2∑
x=1

3∑
y=1

p(x, y) = 1 ⇒
2∑

x=1

3∑
y=1

c(x+ y) = 1.

΄Αρα

1 = c

(
2∑

x=1

3∑
y=1

x+

2∑
x=1

3∑
y=1

y

)
= c

 3
2∑

x=1

x︸ ︷︷ ︸
=3(1+2)=9

+ 2

3∑
y=1

y︸ ︷︷ ︸
=2(1+2+3)=12

 = c (9 + 12) = 21c,

οπότε

c =
1

21
.

(ϐʹ) Περιθωριακές συναρτήσεις :

pX(x) =

3∑
y=1

p(x, y) =

3∑
y=1

c(x+ y) = c(3x+
∑3

y=1 y︸ ︷︷ ︸
=6

) =
3x+ 6

21
, x = 1, 2.

΄Αρα

pX(1) =
9

21
=

3

7
, pX(2) =

12

21
=

4

7
.

pY (y) =

2∑
x=1

p(x, y) =

2∑
x=1

c(x+ y) = c

∑2
x=1 x︸ ︷︷ ︸
=3

+2y

 =
3 + 2y

21
, y = 1, 2, 3.

΄Αρα

pY (1) =
5

21
, pY (2) =

7

21
=

1

3
, pY (3) =

9

21
=

3

7
.

(γʹ) ΄Ελεγχος ανεξαρτησίας (αν αρκεί ένα αντίπαραδειγµα):

p(1, 1) = c(1 + 1) =
2

21
, pX(1)pY (1) =

3

7
· 5

21
=

5

49
.

Εφόσον
2

21
̸= 5

49
, έχουµε

p(x, y) ̸= pX(x)pY (y) ⇒ X,Y δεν είναι ανεξάρτητες.

(δʹ) Μέσες τιµές και γραµµικότητα:

E[X] =

2∑
x=1

x pX(x) = 1 · 3
7
+ 2 · 4

7
=

11

7
,

4



E[Y ] =

3∑
y=1

y pY (y) = 1 · 5

21
+ 2 · 7

21
+ 3 · 9

21
=

46

21
.

Για Z = 2X + 3Y ,

E[Z] = E[2X + 3Y ] = 2E[X] + 3E[Y ] = 2 · 11
7

+ 3 · 46
21

=
66

21
+

138

21
=

204

21
=

68

7
.

΄Ασκηση 5

(αʹ) Υπολογίστε το E[X2] για Poisson τ.µ. µε µέση τιµή 5.

(ϐʹ) Αν Y είναι Γεωµετρική τ.µ. µε µέση τιµή 4, υπολογίστε var(2− 3Y ).

(γʹ) Αν Z είναι ο αριθµός εµφανίσεων γεγονότος A (πιθανότητα p) σε 100 δοκιµές, ϐρείτε E[Z|το A εµφανίστηκε
4 ϕορές στις πρώτες 6 δοκιµές].

Λύση ΄Ασκησης 5.

(αʹ) Για την τυχαία µεταβλητή Poisson ισχύει ότι

E[X] = λ, var(X) = λ.

Συνεπώς,
var(X) = E[X2]− (E[X])2 ⇒ E[X2] = var(X) + (E[X])2 = λ+ λ2.

Με λ = 5, παίρνουµε
E[X2] = 5 + 52 = 30.

(ϐʹ) Για τη Γεωµετρική τ.µ. έχουµε

E[Y ] =
1

p
, var(Y ) =

1− p

p2
.

Θέλουµε var(2− 3Y ). Εφόσον var(a+ bY ) = b2var(Y ), έχουµε:

var(2− 3Y ) = 9 var(Y ) = 9
1− p

p2
.

Από E[Y ] = 4 προκύπτει p = 1
4 . ΄Αρα

var(2− 3Y ) = 9 · 1− 1/4

(1/4)2
= 9 · 3/4

1/16
= 9 · 12 = 108.

var(2− 3Y ) = 108.

(γʹ) ΄Εστω Z το πλήθος εµφανίσεων ενός γεγονότος A σε 100 δοκιµές. Προφανώς Z ∼ ∆(n = 100, p), άρα
E[Z] = 100p.

∆εδοµένου ότι το γεγονός A εµφανίστηκε 4 ϕορές στις πρώτες 6 δοκιµές, για τις υπόλοιπες 94 δοκιµές ο
αριθµός επιτυχιών είναι µια νέα ∆ιωνυµική

Y ∼ ∆(n = 94, p).

Εποµένως
Z = 4 + Y ⇒ E[Z|A] = 4 + E[Y ] = 4 + 94p.

E[Z|A] = 4 + 94p.
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Y = 1 Y = 2 Y = 3
X = 1 3c c 6c
X = 2 2c 0 4c
X = 3 c c 2c

΄Ασκηση 6

Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας δύο τ.µ. X,Y δίνεται από τον πίνακα:

(αʹ) Βρείτε τη σταθερά c.

(ϐʹ) Υπολογίστε pX(x) και pY (y).

(γʹ) Βρείτε E[X], E[Y ], var(X), var(Y ).

(δʹ) Υπολογίστε P (Y < X) και P (Y = X).

Λύση ΄Ασκησης 6.

(αʹ) Εύρεση c (κανονικοποίηση). Αθροίζουµε όλα τα στοιχεία του πίνακα:

3∑
x=1

3∑
y=1

p(x, y) = (3c+ c+ 6c) + (2c+ 0 + 4c) + (c+ c+ 2c) = 10c+ 6c+ 4c = 20c.

΄Αρα 20c = 1 ⇒ c =
1

20
.

(ϐʹ) Περιθωριακές pX , pY .

pX(1) = 3c+ c+ 6c = 10c =
1

2
, pX(2) = 2c+ 0 + 4c = 6c =

3

10
, pX(3) = c+ c+ 2c = 4c =

1

5
.

pY (1) = 3c+ 2c+ c = 6c =
3

10
, pY (2) = c+ 0 + c = 2c =

1

10
, pY (3) = 6c+ 4c+ 2c = 12c =

3

5
.

(γʹ) Μέσες τιµές και διασπορές.

E[X] =

3∑
x=1

x pX(x) = 1 · 1
2
+ 2 · 3

10
+ 3 · 1

5
=

17

10
= 1.7,

E[Y ] =

3∑
y=1

y pY (y) = 1 · 3

10
+ 2 · 1

10
+ 3 · 3

5
=

23

10
= 2.3.

E[X2] = 12 · 1
2
+ 22 · 3

10
+ 32 · 1

5
=

35

10
= 3.5 ⇒ var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 3.5− 1.72 = 0.61 .

E[Y 2] = 12 · 3

10
+ 22 · 1

10
+ 32 · 3

5
=

61

10
= 6.1 ⇒ var(Y ) = E[Y 2]− (E[Y ])2 = 6.1− 2.32 = 0.81 .

(δʹ) Πιθανότητες P (Y < X) και P (Y = X). Χρησιµοποιούµε τα στοιχεία του πίνακα µε c = 1
20 :

y = 1 y = 2 y = 3
x = 1 3

20
1
20

6
20

x = 2 2
20 0 4

20
x = 3 1

20
1
20

2
20

P (Y < X) = P (2, 1) + P (3, 1) + P (3, 2) =
2

20
+

1

20
+

1

20
=

1

5
.

P (Y = X) = P (1, 1) + P (2, 2) + P (3, 3) =
3

20
+ 0 +

2

20
=

1

4
.
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΄Ασκηση 7 (Προγραµµατιστική)

Αναπαράγετε προγραµµατιστικά (Python) τη σύγκριση της ∆ιωνυµικής και Poisson κατανοµής.

(αʹ) Για n = 100, p = 0.1 σχεδιάστε τη ∆ιωνυµική κατανοµή και την Poisson µε λ = 10.

(ϐʹ) ∆ηµιουργήστε 100 δείγµατα της ∆ιωνυµικής και απεικονίστε το ιστόγραµµα (πειραµατική ΣΜΠ).

(γʹ) Συγκρίνετε ϑεωρητικά και πειραµατικά αποτελέσµατα. Πότε η Poisson προσεγγίζει καλύτερα τη ∆ιωνυµι-
κή·

Λύση ΄Ασκησης 7.
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