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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Μία απλή συνεχής τ.µ.

Μία συνεχής τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X έχει την ακόλουθη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
(σ.π.π.)

fX(x) =


0, x < 0,
cx, 0 ≤ x ≤ 1,
c, 1 ≤ x ≤ 2,
0, x > 2,

όπου c είναι µία σταθερά.

(α) Να δώσετε τη γραφική παράσταση της σ.π.π. και να υπολογίσετε την τιµή της σταθεράς c.
(ϐ) Υπολογίστε τη µέση τιµή, E[X], της τ.µ. X.
(γ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(x), της τ.µ. X και δώστε τη γραφική
παράστασή της.
(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα η τ.µ. X να παίρνει τιµές µεγαλύτερες από 1.5 ή µικρότερες από 0.5.

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Συνεχείς τ.µ., ΘΟΠ και κανόνας του Bayes

Η συνεχής τ.µ. X ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [3, 5], X ∼ U [3, 5]. Η τ.µ. Y
ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 2. Ρίχνουµε ένα δίκαιο νόµισµα, και αν έρθει κορώνα
καταγράφουµε την τιµή της X, ενώ αν έρθουν γράµµατα καταγράφουµε την τιµή της Y .

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα η τιµή που καταγράψαµε να είναι µεγαλύτερη από 4 και µικρότερη
από 6.
(ϐ) Αν η τιµή που καταγράψαµε είναι µεγαλύτερη από 4 και µικρότερη από 6, ποια είναι η πιθα-
νότητα να έχει έρθει κορώνα ;

Θέµα 3 - 20 µονάδες. Γκαουσιανή Κατανοµή.

Αποσυγχρονισµός. ΄Εστω πως ϐλέπω ένα streaming ϐίντεο στον υπολογιστή µου, και παρατηρώ ότι,
κάθε ϕορά που αποφασίζω να το πάω πιο µπροστά ή πιο πίσω, αποσυγχρονίζεται ο ήχος µε την
εικόνα κατά X δέκατα του δευτερολέπτου (ανεξάρτητα από τη µία ϕορά στην άλλη), όπου η τ.µ. X
ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή 0 και διασπορά 1/8, X ∼ N(0, 1/8). Αν µετακι-
νήσω το σηµείο που ϐλέπω στο ϐίντεο 200 ϕορές, ποια είναι η πιθανότητα να έχει αποσυγχρονιστεί
συνολικά ο ήχος περισσότερο από ±1 δευτερόλεπτο ; ∆ίδεται ότι Φ(2) = 0.9772.
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Θέµα 4 - 25 µονάδες. Από κοινού κατανοµές.

Χρόνοι διεργασιών. ∆ύο διεργασίες που πραγµατοποιούνται σε ένα δίκτυο επεξεργαστών είναι προ-
γραµµατισµένες έτσι ώστε να τελειώσουν ταυτόχρονα και σε µια συγκεκριµένη ώρα. ΄Εστω X, Y
οι χρόνοι καθυστέρησης του τερµατισµού τους, σε δευτερόλεπτα, όπου οι συνεχείς τ.µ. X, Y είναι
ανεξάρτητες και οµοιόµορφα κατανεµηµένες από το 0 ως το 1.

(α) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού συνάρτησης πυκνότητας πιθανότη-
τας, fX,Y (x, y), των τ.µ. X και Y .
(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα η διαφορά στους χρόνους τερµατισµού, δηλαδή το |X − Y |, να είναι
λιγότερο από µισό δευτερόλεπτο ;
(γ) Η καθυστέρηση στον τερµατισµό των διεργασιών έχει κόστος Z = 20X + 10Y ευρώ. Ποια είναι
η µέση τιµή και η διασπορά του κόστους που προκύπτει κάθε ϕορά που εκτελούνται ;
(δ) Ποια είναι η πιθανότητα το κόστος να ξεπερνά τα 20 ευρώ ;
(ε) Υπολογίστε τη συνδιασπορά των τ.µ. X και Y , cov(X,Y ).

Θέµα 5 - 25 µονάδες. Μετασχηµατισµοί Τυχαίων Μεταβλητών.

Η τ.µ X ακολουθεί την κατανοµή Laplace µε σ.π.π.

fX(x) =
λ

2
e−λ|x|, −∞ < x <∞,

όπου λ > 0 είναι παράµετρος της κατανοµής.

Μετασχηµατίζουµε την τ.µ. X ως εξής :

Y = g(X) =


X + 1, −1 ≤ X < 0,
1− 1

3X, 0 ≤ X < 3,
0, αλλιώς,

(α) ∆ώστε τη γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού Y = g(X) καθώς και τη γραφική παράσταση
της σ.π.π., fX(x), της τ.µ. X.
(ϐ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(x), της τ.µ. X.
(γ) Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος {Y = 0}.
(δ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FY (y), και δώστε τη γραφική της παράσταση.
(ε) Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, fY (y), της τ.µ. Y . Τι είδους τ.µ. είναι η Y ,
διακριτή, συνεχής ή µικτή ;


