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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Βασικές ΄Εννοιες

Στις επόµενες τέσσερεις προτάσεις, αντικαταστήστε το vs. µε κάποιο από τα σύµβολα =, ≤, ≥.
Αιτολογήστε κάθε ϕορά την απάντησή σας.

(α) 1− P (A ∪Bc) vs. P (B)− P (A ∩B).
(ϐ) P (A/B) vs. P (B/A)

P (B) .
(γ) P (A ∪B) vs. P (A) + P (B)P (Ac) όταν τα A και B είναι ανεξάρτητα.
(δ) E[X2] vs. (E[X])2.

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Συνδυαστική

Ο καλός σας ϕίλος τοποθετεί µία ανακατωµένη τράπουλα 52 ϕύλλων µπροστά σας, πάνω στο τρα-
πέζι. Ως γνωστόν, µία τράπουλα περιέχει 4 άσσους και 4 ϱηγάδες.

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα το πάνω ϕύλλο να είναι άσσος.

(ϐ) Κάνουµε το εξής : Επιλέγουµε ένα ϕύλλο, το κοιτάµε και το ϐάζουµε στην άκρη. Στη συνέχεια
επιλέγουµε ένα ακόµα ϕύλλο. Ποια η πιθανότητα το δεύτερο ϕύλλο να είναι ϱήγας δεδοµένου ότι
το πρώτο ήταν άσσος ;

(γ) Επιλέγουµε 7 ϕύλλα από την τράπουλα.
(i) Ποια η πιθανότητα να περιέχουν 3 άσσους ;
(ii) Ποια η πιθανότητα να περιέχουν 2 ϱηγάδες ;
(iii) Ποια η πιθανότητα να περιέχουν 3 άσσους ή 2 ϱηγάδες ;

Θέµα 3 - 25 µονάδες. Ολική πιθανότητα και Bayes

Το δίκαιο εξάεδρο ϹάριA έχει 5 πλευρές του ϐαµµένες κόκκινες και µία πλευρά του ϐαµµένη πράσι-
νη. Το δίκαιο εξάεδρο Ϲάρι B έχει 3 πλευρές του ϐαµµένες κόκκινες και 3 πλευρές του ϐαµµένες
πράσινες. Ρίχνουµε πρώτα ένα δίκαιο κέρµα. Αν έρθει κεφαλή, συνεχίζουµε το παιχνίδι ϱίχνοντας
συνεχώς αποκλειστικά το Ϲάρι A. Αν έρθουν γράµµατα, συνεχίζουµε το παιχνίδι ϱίχνοντας συνεχώς
αποκλειστικά το ϹάριB. Ορίζουµε το γεγονός Tn = {Η n-στή ϱίψη του Ϲαριού ϕέρνει κόκκινη πλευρά}.

(α) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας, υπολογίστε την πιθανότητα η n-στή ϱίψη του
Ϲαριού να ϕέρει κόκκινη πλευρά.

(ϐ) Οµοίως, υπολογίστε την πιθανότητα τόσο η n-στή όσο και η (n+1)-στή ϱίψεις του Ϲαριού να
ϕέρουν κόκκινη πλευρά.

(γ) Αν οι n πρώτες ϱίψεις του Ϲαριού έφεραν κόκκινο, υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα η
(n+1)-στή ϱίψη να ϕέρει κόκκινο. Ερµηνεύστε το όριο καθώς το n τείνει στο άπειρο.

(δ) Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Bayes, υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα να έχει επιλεγεί
το Ϲάρι A δεδοµένου ότι οι n πρώτες ϱίψεις έφεραν κόκκινο. Ερµηνεύστε το όριο καθώς το n τείνει
στο άπειρο.
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Θέµα 4 - 25 µονάδες. ∆οκιµές Bernoulli και συναρτήσεις τ.µ.

Μια ϕθινοπωρινή µέρα στο Ηράκλειο, δύο συµφοιτήτριες και συγκάτοικοι, η Μελίνα και η Αναστα-
σία, αποφασίζουν να παίξουν το εξής παιχνίδι. Η Μελίνα ϑα ϱίξει διαδοχικά 5 ϕορές ένα κέρµα
(πιθανότητα κεφαλής ίση µε 0.4). Πριν τις ϱίψεις ϑα πρέπει να αποφασίσει µεταξύ δύο επιλογών: i)
να κερδίσει σε ευρώ ποσό, X, ίσο µε το πλήθος των κεφαλών που ϑα ϕέρει, ή ii) να κερδίσει σε ευρώ
ποσό, Y , ίσο µε το τετράγωνο του πλήθους των κεφαλών µείον 2 ϕορές το πλήθος των κεφαλών που
ϑα ϕέρει.

(α) Ποια είναι η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X, η µέση τιµή και η διασπορά της ;

(ϐ) Ποια είναι η πιο συµφέρουσα στρατηγική για την Μελίνα ; ∆ηλαδή, ποια στρατηγική µεγιστο-
ποιεί το µέσο αναµενόµενο κέρδος της ;

(γ) Στη γενική περίπτωση όπου η πιθανότητα να έρθει κεφαλή είναι ίση µε p, για ποιο εύρος τιµών
του p είναι πιο συµφέρουσα η στρατηγική i) από την ii); Το πλήθος των ϱίψεων παραµένει ίσο µε 5.

Θέµα 5 - 25 µονάδες. Από κοινού κατανοµές

Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) δύο τυχαίων µεταβλητών X και Y δίδεται από την
παρακάτω σχέση:

pX,Y (x) =

{
c(x2 + y2) αν x ∈ {1, 2, 4} και y ∈ {1, 3},
0 αλλού

(α) Υπολογίστε την τιµή της σταθεράς c και δώστε τον πίνακα µε τις τιµές της από κοινού σ.π. των
τ.µ. X και Y .

(ϐ) Υπολογίστε τις οριακές κατανοµές, pX(x) και pY (y), των τ.µ. X και Y , αντίστοιχα.

(γ) Υπολογίστε την πιθανότητα η τ.µ. Y να παίρνει τιµές µικρότερες από την τ.µ. X.

(δ) Υπολογίστε την δεσµευµένη πιθανότητα P (Y = 3|X = 2).

(ε) ΄Εστω A το γεγονός {X ≥ Y }. Υπολογίστε τη δεσµευµένη µέση τιµή E[X|A].


