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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Βασικές ΄Εννοιες

(α) Να ϐρεθεί η δεσµευµένη πιθανότητα P (A|B) όταν : (i) A ∩B = ∅, (ii) A ⊆ B και (iii) B ⊆ A.

(ϐ) Να δειχθεί ότι αν P (A|B) > P (A), τότε P (B|A) > P (B).

(γ) ΄Εστω τα γεγονότα A και B ενός πειράµατος τύχης. Αν η πιθανότητα ότι τουλάχιστον ένα από
τα δύο γεγονότα συνέβη είναι 0.6 και η πιθανότητα ότι τουλάχιστον ένα από τα δύο γεγονότα δεν
συνέβη είναι 0.8, υπολογίστε την πιθανότητα ότι ακριβώς ένα από τα δύο γεγονότα δεν συνέβη.

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Συνδυαστική

Σε ένα δοχείο υπάρχουν 6 άσπρες και 5 µαύρες µπάλες. Παίρνουµε τυχαία ένα δείγµα µεγέθους 4
χωρίς επανάθεση. Ποια η πιθανότητα

(α) Να πάρουµε ακριβώς k άσπρες όπου k = 0, 1, 2, 3, 4.
(ϐ) Να πάρουµε τουλάχιστον 1 άσπρη.
(γ) Να πάρουµε 3 άσπρες και 1 µαύρη δεδοµένου ότι γνωρίζουµε ότι πήραµε τουλάχιστον 1 άσπρη.
(δ) Να πάρουµε τουλάχιστον ¨1 άσπρη και 2 µαύρες¨.
(ε) Είναι τα γεγονότα Α και Β ανεξάρτητα, όπου A = {τουλάχιστον 1 άσπρη} και
B = {τουλάχιστον ¨1 άσπρη και 2 µαύρες¨}.

Θέµα 3 - 20 µονάδες. Πολλαπλασιαστικός νόµος, ολική πιθανότητα και Bayes

Μία ασφαλιστική εταιρία κατηγοριοποιεί τους πελάτες της σε τρεις κατηγορίες : χαµηλού, µέσου
και υψηλού κινδύνου. Οι µελέτες της δείχνουν ότι οι πιθανότητες των πελατών χαµηλού, µέσου και
υψηλού κινδύνου να εµπλακούν σε δυστύχηµα στη διάρκεια ενός έτους είναι 0.05, 0.15 και 0.30,
αντίστοιχα.

(α) Εάν το 20% του πληθυσµού είναι χαµηλού, 50% είναι µέσου και 30% είναι υψηλού κινδύνου,
ποιο είναι το ποσοστό του πληθυσµού που έχει δυστύχηµα στη διάρκεια ενός έτους ;

(ϐ) Εάν ο πελάτης της ασφαλιστικής εταιρίας δεν είχε κανένα δυστύχηµα κατά τη διάρκεια του
έτους, ποια η πιθανότητα ότι είναι µέσου κινδύνου ;
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Θέµα 4 - 20 µονάδες. ∆οκιµές Bernoulli

Στο χρηµατιστήριο, κάθε µέρα η τιµή µίας µετοχής αυξάνεται κατά 1 ευρώ µε πιθανότητα 14%,
αλλιώς µένει σταθερή και οι αλλαγές αυτές είναι ανεξάρτητες από τη µία µέρα στην άλλη. ΄Εστω ότι
το πρωί της πρώτης µέρας η τιµή είναι 100 ευρώ. ΄Εστω X1 η µεταβολή της τιµής κατά την πρώτη
µέρα, X2 η µεταβολή της τιµής κατά τη δεύτερη µέρα και γενικά Xi η µεταβολή της τιµής κατά την
i-στή µέρα.

(α) Ποια είναι η συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) των τυχαίων µεταβλητών Xi;

(ϐ) ΄Εστω X η συνολική διαφορά της τιµής µετά από 30 ηµέρες. Ποια η συνάρτηση πιθανότητας της
τ.µ. X;

(γ) Ποια η πιθανότητα ότι µετά από 30 ηµέρες η τιµή της µετοχής ϑα είναι µεταξύ 110 και 112
ευρώ (συµπεριλαµβανοµένων);

(δ) Αν Y είναι η τιµή της µετοχής µετά από 60 ηµέρες, να ϐρεθεί η µέση τιµή και η διασπορά της.

(ε) Αν η τιµή της µετοχής αυξανόταν κατά 1 ευρώ µε πιθανότητα 14%, αλλιώς µειωνόταν κατά 0.5
ευρώ, ποια ϑα ήταν η τιµή της, Z, µετά από 60 ηµέρες ; Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας,
µέση τιµή και διασπορά της τ.µ. Z.

Θέµα 5 - 20 µονάδες. Από κοινού κατανοµές

Στον παρακάτω πίνακα ϕαίνεται η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) δύο τυχαίων µετα-
ϐλητών Χ και Υ. Ο πίνακας δίνει µερική πληροφορία για την από κοινού σ.π. pX,Y (x, y) και τις
περιθωριακές σ.π. pX(x) και pY (y) των τ.µ. X και Y , αντίστοιχα.

X
x = −5 x = −2 x = 2 x = 5 pY (y)

y = 0 0.01 0.01 0.01 ? ?
Y y = 1 0.05 ? 0.05 0 0.19

y = 2 0.07 0.07 ? 0.07 ?
y = 3 0.15 ? 0 0.15 ?

pX(x) ? 0.26 0.15 ?

(α) Συµπληρώσετε τις τιµές που λείπουν στον πίνακα δίνοντας µία συνοπτική αιτιολόγηση για τα
ϐήµατά σας από τιµή σε τιµή.

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα η τ.µ. X να παίρνει τιµές µικρότερες ή ίσες από την τ.µ. Y .

(γ) Είναι οι τ.µ. X και Y ανεξάρτητες ή όχι ; Αποδείξτε την απάντησή σας.

(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y = 1|X = 2).

(ε) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (Y είναι περιττός | X είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 5).

(στ) ΄Εστω Z = 2X − Y 3. Βρείτε τη µέση τιµή, E[Z], της τ.µ. Z.


