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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Βασικές ΄Εννοιες

Θεωρείστε ότι σε έναν πληθυσµό η πιθανότητα να έχει ένα άτοµο καστανά µάτια ισούται µε 1
2 και η

πιθανότητα να έχει σγουρά µαλλιά ισούται µε 1
5 .

(α) Επιλέγουµε τυχαία τρία άτοµα από τον πληθυσµό. Ποια η πιθανότητα τουλάχιστον ένα από αυτά
να έχει καστανά µάτια ;

(ϐ) Επιλέγουµε τυχαία δύο άτοµα από τον πληθυσµό. Ποια η πιθανότητα τουλάχιστον ένα από αυτά
να έχει καστανά µάτια ΚΑΙ σγουρά µαλλιά ;

∆ιατυπώστε σαφώς οποιαδήποτε υπόθεση ανεξαρτησίας χρησιµοποιήσετε στα ερωτήµατα (α) και (ϐ).

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Συνδυαστική

Ο κ. Τσακαλάκης διδάσκει το µάθηµα των Πιθανοτήτων. Για την πρόοδο του µαθήµατος αποφασίζει
να µην δώσει σε όλους τους ϕοιτητές τα ίδια ϑέµατα προκειµένου να αποφευχθούν ϕαινόµενα αντι-
γραφής που παρατηρήθηκαν στις σειρές ασκήσεων. Για καθένα από τα 5 ϑέµατα (Βασικές ΄Εννοιες,
Συνδυαστική, ∆ένδρα και τ.µ., ∆οκιµές Bernoulli, και από κοινού κατανοµές) έχει προετοιµάσει 4
διαφορετικές παραλλαγές. Επιπλέον, αλλάζει και την σειρά των ϑεµάτων για κάθε εξεταζόµενο. Να
υπολογιστεί η πιθανότητα ένας εξεταζόµενος να έχει ως 4ο Θέµα την 3η παραλλαγή του ϑέµατος
της Συνδυαστικής.

Θέµα 3 - 20 µονάδες. ∆ένδρα και περιγραφή τυχαίων µεταβλητών

Denver, 23/11/1991. Οι εν ενεργεία πρωταθλητές Chicago Bulls, αντιµετωπίζουν εκτός έδρας τους
Denver Nuggets για τη regular season του NBA. Ενώ ο Michael Jordan ϐρίσκεται στη γραµµή των
ελευθέρων ϐολών, ο center των Denver Nuggets, Dikembe Mutombo, τον προκαλεί να εκτελέσει τη
ϐολή µε κλειστά µάτια. Ο Michael Jordan αποδέχεται την πρόκληση, και ... ευστοχεί !

΄Υστερα από 30 χρόνια, οι δύο αντίπαλοι και ϕίλοι συναντώνται ξανά, και αποφασίζουν τα ϑυµηθούν
τα παλιά. Πιο συγκεκριµένα, ο Mutombo προκαλεί τον Jordan να ϐάλουν το εξής στοίχηµα:

� Ο Jordan ϑα εκτελέσει ελεύθερες ϐολές µε κλειστά µάτια.

� Ο Mutombo ποντάρει 100$ στο να χάσει ο Jordan την πρώτη ελεύθερη ϐολή. Αν συµβεί αυτό
(µε πιθανότητα 0.45, καθώς τα χρόνια έχουν περάσει), το στοίχηµα λήγει και ο Mutombo
παίρνει το κέρδος του (100$) και ϕεύγει.

� Αν ο Jordan ευστοχήσει στην πρώτη ελεύθερη ϐολή (µε πιθανότητα 0.55), ο Mutombo ποντάρει
από 200$ σε κάθε µία από τις επόµενες 2 ελεύθερες ϐολές που ϑα εκτελέσει ο Jordan, και
µετά το στοίχηµα λήγει.
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Ο Jordan, προφανώς, αποδέχεται την πρόκληση. ΄Εστω X η τ.µ. που αντιπροσωπεύει το συνολικό
κέρδος του Mutombo. Ενδεχόµενες αρνητικές τιµές της τ.µ. X υποδηλώνουν Ϲηµία/χάσιµο.

(α) ∆ηµιουργήστε το δενδρικό διάγραµµα για το παραπάνω πείραµα τύχης.
(ϐ) Περιγράψτε πλήρως την τ.µ. X (πεδίο τιµών και συνάρτηση πιθανότητας).
(γ) Υπολογίστε την πιθανότητα όπως ο Mutombo κερδίσει χρήµατα από το στοίχηµα µε τον Jordan.
(δ) Υπολογίστε το αναµενόµενο κέρδος του Mutombo, E[X], καθώς και τη διασπορά αυτού, var(X).

Θέµα 4 - 20 µονάδες. ∆οκιµές Bernoulli

Συµµετέχετε στον µεγαλύτερο διαγωνισµό µαγειρικής ‘‘Ultra Mega Master Chef Got Talent’’, στον
οποίο υπάρχουν 7 κριτές. Κάθε κριτής, ανεξάρτητα από τους άλλους, κρίνει το πιάτο σας και το
ταξινοµεί ως νόστιµο ή άνοστο. Το σηµερινό πιάτο που ετοιµάσατε είναι πετυχηµένο, οπότε η πιθα-
νότητα ένας κριτής να το κρίνει ως νόστιµο είναι p = 0.7.

(α) Ποια είναι η πιθανότητα ακριβώς 3 από τους κριτές να ϑεωρήσουν ότι το πιάτο είναι νόστιµο ;
Ποιος είναι ο µέσος αριθµός κριτών που ϑεωρεί ότι το πιάτο σας είναι νόστιµο ;
(ϐ) Για να περάσετε στην επόµενη ϕάση του διαγωνισµού, πρέπει τουλάχιστον 4 από τους κριτές να
κατατάξουν το πιάτο σας ως νόστιµο. Με ποια πιθανότητα συµβαίνει αυτό ;
(γ) ΄Οταν ένας κριτής ϐαθµολογεί το πιάτο σας ως νόστιµο, κερδίζετε 3 πόντους, ενώ όταν το ϐαθ-
µολογεί ως άνοστο χάνετε 1 πόντο. ΄Εστω Y τ.µ. που περιγράφει το σύνολο των πόντων που
συγκεντρώνετε. Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας, pY (y), τη µέση τιµή, E[Y ], και τη διασπο-
ϱά, var(Y ), της τ.µ. Y .
(δ) Ποια είναι η πιθανότητα ο πρώτος κριτής που ϑα κρίνει το πιάτο σας ως άνοστο να είναι ο κριτής
5; Ποιος είναι ο µέσος αριθµός κριτών µέχρι να ϐρεθεί ο πρώτος που ϑα κρίνει το πιάτο σας ως
άνοστο;

Θέµα 5 - 20 µονάδες. Από κοινού κατανοµές

Στον παρακάτω πίνακα ϕαίνεται η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) δύο τυχαίων µετα-
ϐλητών Χ και Υ. Οι τιµές που αντιστοιχούν στις πιθανότητες pX,Y (2, 2) και pX,Y (3, 2) δεν έχουν
προσδιοριστεί. ∆ίνεται ότι P (X = Y ) = 3/12.

(α) Υπολογίστε τις τιµές pX,Y (2, 2) και pX,Y (3, 2) που λείπουν.
(ϐ) Υπολογίστε την οριακή σ.π. της τ.µ. X, pX(x). Οµοίως για την τ.µ. Y .
(γ) Προσδιορίστε τη δεσµευµένη σ.π. της Y δεδοµένου ότι X = 1, pY |X(y|x = 1).
(δ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη µέση τιµή της Y δεδοµένου ότι X = 1, E[Y |X = 1].
(ε) Υπολογίστε τη µέση τιµή, E[X], και τη διασπορά, var(X), της τ.µ. X.

X
x = 1 x = 2 x = 3

Y
y = 1 1/12 2/12 0
y = 2 2/12 ; ;
y = 3 1/12 2/12 1/12


