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HY-217: Πιθανότητες-Χειµερινό Εξάµηνο 2021

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Φροντιστήριο 5

΄Ασκηση 1

΄Εστω X συνεχής Τ.Μ. µε Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) που δίνεται από τον
παρακάτω τύπο:

fX(x) =



0 x < −2
1
3(x+ 2) −2 ≤ x < −1
1
3 −1 ≤ x < 1
1
3(−x+ 2) 1 ≤ x < 2

0 x ≥ 2

(α) Να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση της fX(x).

(ϐ) Να αποδείξετε ότι ισχύει η Συνθήκη Κανονικοποίησης :
∫ +∞
−∞ fX(x)dx = 1.

(γ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (32 ≤ X ≤ 2).

(δ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (32 ≤ X ≤ 2 | 0 ≤ X ≤ 2).

Λύση

(α) Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της fX(x) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική
παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [−2, 2]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x).
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(ϐ) Η fX(x) είναι µία έγκυρη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, καθώς ικανοποιεί την Συν-
ϑήκη Κανονικοποίησης :

∫ +∞

−∞
fX(x)dx =

∫ −2

−∞
fX(x)dx+

∫ 2

−2
fX(x)dx+

∫ +∞

2
fX(x)dx

=

∫ −2

−∞
0dx+

∫ 2

−2
fX(x)dx+

∫ +∞

2
0dx =

∫ 2

−2
fX(x)dx =

(4 + 2) · 1
3

2
=

6 · 1
3

2
=

2

2
= 1

, όπου το ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ fX(x)dx υπολογίστηκε ως το εµβαδόν µεταξύ του γραµµοσκια-

σµένου τραπεζίου στο Σχήµα 1 και του άξονα x’x. Εναλλακτικά, ϑα µπορούσε να υπολογιστεί
µε χρήση τεχνικών ολοκλήρωσης ως εξής :

∫ +∞

−∞
fX(x)dx =

∫ −2

−∞
fX(x)dx+

∫ −1

−2
fX(x)dx+

∫ 1

−1
fX(x)dx+

∫ 2

1
fX(x)dx+

∫ +∞

2
fX(x)dx

=

∫ −2

−∞
0dx+

∫ −1

−2

1

3
(x+ 2)dx+

∫ 1

−1

1

3
dx+

∫ 2

1

1

3
(−x+ 2)dx+

∫ +∞

2
0dx

=

∫ −1

−2

1

3
(x+ 2)dx+

∫ 1

−1

1

3
dx+

∫ 2

1

1

3
(−x+ 2)dx =

1

3

[
x2

2

]−1

−2

+
2

3

[
x

]−1

−2

+
1

3

[
x

]1
−1

− 1

3

[
x2

2

]2
1

+
2

3

[
x

]2
1

=
1

3
(
1

2
− 2) +

2

3
(−1 + 2) +

1

3
(1 + 1)− 1

3
(2− 1

2
) +

2

3
(2− 1)

=
1

3
(−3

2
) +

2

3
+

2

3
− 1

3
(
3

2
) +

2

3
= −1

2
+

6

3
− 1

2
= 2− 1 = 1

(γ) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P

(
3

2
≤ X ≤ 2

)
=

∫ 2

3
2

fX(x)dx =

∫ 2

3
2

1

3
(−x+ 2)dx = −1

3

[
x2

2

]2
3
2

+
2

3

[
x

]2
3
2

= −1

3

(
2− 9

8

)
+

2

3

(
2− 3

2

)
= −1

3

(
7

8

)
+

2

3

(
1

2

)
= − 7

24
+

1

3
=

1

24

(δ) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P

(
3

2
≤ X ≤ 2 | 0 ≤ X ≤ 2

)
=

P (32 ≤ X ≤ 2, 0 ≤ X ≤ 2)

P (0 ≤ X ≤ 2)
=

P (32 ≤ X ≤ 2)

P (0 ≤ X ≤ 2)
=

∫ 2
3
2
fX(x)dx∫ 2

0 fX(x)dx

=

∫ 2
3
2

1
3(−x+ 2)dx∫ 1

0
1
3dx+

∫ 2
1

1
3(−x+ 2)dx

=

−1
3

[
x2

2

]2
3
2

+ 2
3

[
x

]2
3
2

1
3

[
x

]1
0

+

(
− 1

3

[
x2

2

]2
1

+ 2
3

[
x

]2
1

) =
− 7

24 + 1
3

1
3 +

(
− 1

2 + 2
3

) =
1
24
1
2

=
2

24
=

1

12
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΄Ασκηση 2

΄Εστω συνεχής Τ.Μ. X, µε Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF) που δίνεται από τον
παρακάτω τύπο:

FX(x) =

{
c− 4

x2 x ≥ 2

0 x < 2

όπου c σταθερά µε c ∈ R. Να υπολογιστούν :

(α) Η σταθερά c.

(ϐ) Η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) της Τ.Μ. X, fX(x).

(γ) Η µέση τιµή της Τ.Μ. X, E[X].

Λύση

Παρατήρηση: Στην περίπτωση που δίνεται η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής µίας Τ.Μ. X,
και όχι η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας αυτής, η Συνθήκη Κανονικοποίησης λαµβάνει την
ακόλουθη µορφή: {

limx→−∞ FX(x) = 0

limx→+∞ FX(x) = 1

(α) Σύµφωνα µε την ϑεωρία, ϑα πρέπει να ισχύει η Συνθήκη Κανονικοποίησης. Με ϐάση την
δοσµένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, έχουµε:

lim
x→+∞

FX(x) = 1 ⇔ lim
x→+∞

(c− 4

x2
) = 1 ⇔ c = 1

΄Αρα, τελικά, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF) ϑα δίνεται από τον τύπο:

FX(x) =

{
1− 4

x2 x ≥ 2

0 x < 2

(ϐ) Με γνωστή την Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας
δίνεται από τον εξής τύπο:

fX(x) =
dFX(x)

dx

Με ϐάση την δοσµένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, έχουµε:

fX(x) =

{
8
x3 x ≥ 2

0 x < 2

(γ) Με ϐάση τον τύπο ορισµού της µέσης τιµής, έχουµε:

E[X] =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ +∞

2
xfX(x)dx =

∫ +∞

2
x · ( 8

x3
)dx

=

∫ +∞

2

8

x2
dx = 8

[
− 1

x

]+∞

2

= 8(0 +
1

2
) =

8

2
= 4
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΄Ασκηση 3

΄Εστω X συνεχής Τ.Μ. που ακολουθεί Οµοιόµορφη Κατανοµή στο διάστηµα [a, b], µε E[X] = 6 και
P (X < 5) = 0.4.

(α) Να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση της fX(x).

(ϐ) Η πιθανότητα P (X ≥ 8).

Λύση

(α) Παρατήρηση: Σε αυτή την άσκηση µας δίνεται η κατανοµή που ακολουθεί η Τ.Μ. X, χωρίς
όµως να προσδιορίζεται το διάστηµα ([a, b])στο οποίο ακολουθεί αυτή την κατανοµή. Τα άκρα
του εν λόγω διαστήµατος (a, b) ϑα υπολογιστούν µε ϐάση τα δεδοµένα της άσκησης.

Από την ϑεωρία γνωρίζουµε πως όταν η συνεχής Τ.Μ. X ακολουθεί Οµοιόµορφη Κατανοµή
στο διάστηµα [a, b], η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) αυτής ϑα δίνεται από
τον παρακάτω τύπο:

fX(x) =

{
1

b−a a ≤ x ≤ b

0 αλλιώς

Επίσης, είναι γνωστό πως όταν η συνεχής Τ.Μ. X ακολουθεί Οµοιόµορφη Κατανοµή στο
διάστηµα [a, b], η µέση τιµή της δίνεται από τον τύπο:

E[X] =
a+ b

2

Με ϐάση την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι E[X] = 6 από την εκφώνηση της άσκησης,
έχουµε:

E[X] = 6 ⇒ a+ b

2
= 6 ⇒ a+ b = 12

Ακόµη, µε ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, έχουµε:

P (X < 5) = 0.4 ⇒
∫ 5

−∞
fX(x)dx = 0.4 ⇒

∫ a

−∞
fX(x)dx+

∫ 5

a
fX(x)dx = 0.4

⇒
∫ a

−∞
0dx+

∫ 5

a

1

b− a
dx = 0.4 ⇒

∫ 5

a

1

b− a
dx = 0.4

⇒ 1

b− a

[
x

]5
a

= 0.4 ⇒ 1

b− a
(5− a) = 0.4 ⇒ 5− a = 0.4b− 0.4a ⇒ 0.6a+ 0.4b = 5

Επιλύοντας το παρακάτω σύτηµα εξισώσεων που προκύπτει :{
a+ b = 12

0.6a+ 0.4b = 5

, µε αγνώστους τα a, b, ϐρίσκουµε ότι : {
a = 1

b = 11
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΄Αρα, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) ϑα είναι τελικά:

fX(x) =

{
1
10 , 1 ≤ x ≤ 11

0 αλλιώς

Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της fX(x) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική
παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [−5, 15]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x).

Παρατήρηση: Η fX(x) είναι µία έγκυρη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, καθώς ικανο-
ποιεί την Συνθήκη Κανονικοποίησης :

∫ +∞

−∞
fX(x)dx =

∫ 1

−∞
fX(x)dx+

∫ 11

1
fX(x)dx+

∫ +∞

11
fX(x)dx

=

∫ 1

−∞
0dx+

∫ 11

1
fX(x)dx+

∫ +∞

11
0dx =

∫ 11

1
fX(x)dx =

∫ 11

1

1

10

[
x

]11
1

=
1

10
(11− 1) =

10

10
= 1

(ϐ) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P (X ≥ 8) =

∫ +∞

8
fX(x)dx =

∫ 11

8
fX(x)dx+

∫ +∞

11
fX(x)dx =

∫ 11

8

1

10
dx+

∫ +∞

11
0dx =

∫ 11

8

1

10
dx

=
1

10

[
x

]11
8

=
1

10
(11− 8) =

1

10
(3) = 0.3
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΄Ασκηση 4

΄Ενας µεγιστάνας ϑα Ϲήσει ακόµα ένα χρονικό διάστηµα σε έτη, το οποίο µοντελοποιείται ως µία
συνεχής Τ.Μ. X µε Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας που δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

fX(x) =

{
−2x+ 2 , 0 ≤ x ≤ 1

0 αλλιώς

Ο µεγιστάνας παντρεύεται µια νεαρή ηθοποιό, και συνάπτουν προγαµιαίο συµβόλαιο που προ-
ϐλέπει πως, όταν αυτός πεθάνει, η ηθοποιός ϑα εισπράξει κληρονοµιά (σε εκατοµµύρια ευρώ) που
µοντελοποιείται ως Τ.Μ. Y που δίνεται από τον εξής τύπο:

Y = 10 ·X + 2

(α) Να υπολογιστεί το µέσο διάστηµα Ϲωής που αποµένει ακόµα στον µεγιστάνα πριν πεθάνει.

(ϐ) Να υπολογιστεί η διασπορά της Τ.Μ. X, var(X).

(γ) Να υπολογιστεί η µέση τιµή της κληρονοµιάς (σε εκατοµµύρια ευρώ) που ϑα εισπράξει η
ηθοποιός, όταν ο µεγιστάνας πεθάνει.

Λύση

(α) Σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, Ϲητείται να υπολογιστεί η µέση τιµή της Τ.Μ. X,
E[X]. Με ϐάση τον τύπο ορισµού της µέσης τιµής, έχουµε:

E[X] =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ 1

0
x(−2x+ 2)dx =

∫ 1

0
(−2x2 + 2x)dx = −2

[
x3

3

]1
0

+
[
x2
]1
0

= −2

(
1

3
− 0

)
+ (1− 0) =

−2

3
+ 1 =

1

3

(ϐ) Για τον υπολογισµό της διασποράς της Τ.Μ. X, var(X), ϑα χρησιµοποιήσουµε την γνωστή
από την ϑεωρία σχέση:

var(X) = E[X2]− (E[X])2

Για τον υπολογισµό της ϱοπής 2ης τάξης, E[X2], έχουµε:

E[X2] =

∫ +∞

−∞
x2fX(x)dx =

∫ 1

0
x2(−2x+2)dx =

∫ 1

0
(−2x3+2x2)dx = −2

[
x4

4

]1
0

+2

[
x3

3

]1
0

= −2

(
1

4
− 0

)
+ 2(

1

3
− 0) =

−1

2
+

2

3
=

1

6

΄Αρα, η διασπορά της Τ.Μ. X, var(X) ϑα είναι τελικά:

var(X) = E[X2]− (E[X])2 =
1

6
−
(
1

3

)2

=
1

6
− 1

9
=

1

18

(γ) Σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, Ϲητείται να υπολογιστεί η µέση τιµή της Τ.Μ. Y ,
E[Y ]. Εκµεταλλευόµενοι την γραµµική σχέση που συνδέει τις Τ.Μ. X και Y (και κάνοντας
χρήση της αντίστοιχης ιδιότητας), έχουµε:

E[Y ] = E[10 ·X + 2] = 10 · E[X] + 2 = 10 · 1
3
+ 2 =

16

3
≈ 5.333
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΄Ασκηση 5

Η συνεχής Τ.Μ. X ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή µε µέση τιµή µ = 10 και διασπορά σ2 = 16:
X ∼ N(10, 16). Να υπολογιστούν οι ακόλουθες πιθανότητες, εφράζοντας την απάντησή σας ϐάσει
των τιµών της Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής της Τυπικής Κανονικής Κατανοµής (Φ(.)):

(α) P (X ≥ 15).

(ϐ) P (X ≤ 5).

(γ) P (X2 ≥ 400).

Λύση

(α) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων της Αθροιστι-
κής Συνάρτησης Κατανοµής της Τυπικής Κανονικής Κατανοµής (Φ(.)), έχουµε:

P (X ≥ 15) = 1−P (X ≤ 15) = 1−P

(
X − 10

4
≤ 15− 10

4

)
= 1−Φ

(
5

4

)
= 1−0.8944 = 0.1056

(ϐ) P (X ≤ 5). Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων
της Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής της Τυπικής Κανονικής Κατανοµής (Φ(.)), έχουµε:

P (X ≤ 5) = P

(
X − 10

4
≤ 5− 10

4

)
= Φ

(
−5

4

)
= 1− Φ

(
5

4

)
= 1− 0.8944 = 0.1056

(γ) P (X2 ≥ 400). Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, κάνοντας χρήση των ι-
διοτήτων της Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής της Τυπικής Κανονικής Κατανοµής (Φ(.)),
έχουµε:

P (X2 ≥ 400) = P (X ≥ 20 ∪ X ≤ −20) = P (X ≥ 20) + P (X ≤ −20)

= 1− P

(
X − 10

4
≤ 20− 10

4

)
+ P

(
X − 10

4
≤ −20− 10

4

)
= 1− Φ

(
10

4

)
+Φ

(
−30

4

)
= 1− Φ

(
10

4

)
+ 1− Φ

(
30

4

)
= 2− Φ

(
10

4

)
− Φ

(
30

4

)
= 2− 0.9938− 1 = 0.0062

΄Ασκηση 6

΄Εστω ότι το λεωφορείο 11 (προς ΠΑΓΝΗ-ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ) ϕτάνει σε µία συγκεκριµένη στάση κάθε
10 λεπτά, ξεκινώντας τα δροµολόγιά του στις 06:00. Αν ένας επιβάτης ϕθάνει στον σταθµό σε
χρόνο ο οποίος κατανέµεται οµοιόµορφα στο χρονικό διάστηµα [07:20, 07:40], να υπολογιστούν οι
πιθανότητες να περιµένει το λεωφορείο :

(α) Το πολύ 4 λεπτά.

(ϐ) Τουλάχιστον 7 λεπτά.

Λύση

΄Εστω X συνεχής Τ.Μ., η οποία αντιπροσωπεύει τον χρόνο άφιξης του επιβάτη στην στάση, και µε-
τράται σε λεπτά ξεκινώντας από την χρονική στιγµή 07 : 20. Με ϐάση τα δεδοµένα της άσκησης, η X
ϑα ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [0, 20], µε Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας
(ΣΠΠ) (PDF) που δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

fX(x) =

{
1
20 0 ≤ x ≤ 20

0 αλλιώς
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(α) Για να περιµένει ο επιβάτης το πολύ 4 λεπτά, σηµαίνει πως ϕτάνει στην στάση είτε στο χρο-
νικό διάστηµα [07:26, 07:30] είτε στο χρονικό διάστηµα [07:36, 07:40]. ΄Αρα, η Ϲητούµενη
πιθανότητα ϑα είναι :

P (6 ≤ X ≤ 10) + P (16 ≤ X ≤ 20) =

∫ 10

6
fX(x)dx+

∫ 20

16
fX(x)dx =

∫ 10

6

1

20
dx+

∫ 20

16

1

20
dx

=
1

20

[
x

]10
6

+
1

20

[
x

]20
16

=
1

20
(10− 6) +

1

20
(20− 16) =

1

20
(4) +

1

20
(4) =

8

20
=

2

5
= 0.4

(ϐ) Για να περιµένει ο επιβάτης τουλάχιστον 7 λεπτά, σηµαίνει πως ϕθάνει στην στάση είτε στο
χρονικό διάστηµα [07:20, 07:23] είτε στο χρονικό διάστηµα [07:30, 07:33]. ΄Αρα, η Ϲητούµενη
πιθανότητα ϑα είναι :

P (0 ≤ X ≤ 3) + P (10 ≤ X ≤ 13) =

∫ 3

0
fX(x)dx+

∫ 13

10
fX(x)dx =

∫ 3

0

1

20
dx+

∫ 13

10

1

20
dx

=
1

20

[
x

]3
0

+
1

20

[
x

]13
10

=
1

20
(3− 0) +

1

20
(13− 10) =

1

20
(3) +

1

20
(3) =

6

20
=

3

10
= 0.3

΄Ασκηση 7

Θεωρούµε τις Τ.Μ. X και Y µε από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας που δίνεται από
τον εξής τύπο:

fX,Y (x, y) =

{
kxy, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

0, αλλού

όπου k σταθερά µε k ∈ R. Να υπολογιστούν :

(α) Η σταθερά k.

(ϐ) Οι οριακές Συναρτήσεις Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x) και fY (y).

(γ) Οι δεσµευµένες κατανοµές fY |X(y|x) και fX|Y (x|y).

Λύση

Σχεδιάζοντας τα επιτρεπτά πεδία τιµών των Τ.Μ. X,Y , λαµβάνουµε την γραφική παράσταση του
συνόλου τιµών της από κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας (περιορισµένη στο διάστηµα
[0, 1]× [0, 1]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 3.

Σχήµα 3: Πεδίο Τιµών της Από Κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας fX,Y (x, y).



Πιθανότητες - 2021/Φροντιστήριο 5 9

(α) Για να αποτελεί η fX,Y (x, y) µία έγκυρη από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, ϑα
πρέπει να ικανοποιεί την Συνθήκη Κανονικοποίησης :∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dy dx = 1

΄Οµως, είναι :∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dy dx =

∫ 1

x=0

(∫ x

y=0
kxy dy

)
dx =

∫ 1

x=0
kx

(∫ x

y=0
y dy

)
dx =

∫ 1

x=0
kx

[
y2

2

]x
0

dx

=

∫ 1

x=0
kx

(
x2

2
− 0

)
dx =

∫ 1

x=0

k

2
x3dx =

k

2

∫ 1

x=0
x3dx =

k

2

[
x4

4

]1
0

=
k

2

(
1

4
− 0

)
=

k

8

Συνεπώς, προκύπτει k
8 = 1 ⇒ k = 8.

Αρα, τελικά, η από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX,Y (x, y), ϑα δίνεται από
τον τύπο:

fX,Y (x, y) =

{
8xy, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

0, αλλού

(ϐ) Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X,Y , οι Συναρτήσεις
Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x), fY (y) δίνονται από τους εξής τύπους :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dy fY (y) =

∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dx

Για 0 ≤ x ≤ 1, έχουµε ότι :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dy =

∫ 0

−∞
0 dy+

∫ x

0
8xydy+

∫ +∞

x
0 dy = 8x

∫ x

0
y dy = 8x

[
y2

2

]x
0

= 4x3

΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX(x), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fX(x) =

{
4x3 0 ≤ x ≤ 1

0 αλλού

Για 0 ≤ y ≤ 1, έχουµε ότι :

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dx =

∫ y

−∞
0 dx+

∫ 1

y
8xydx+

∫ +∞

1
0 dx = 8y

∫ 1

y
x dx = 8y

[
x2

2

]1
y

= 4y(1−y2)

΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fY (y), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fY (y) =

{
4y(1− y2) 0 ≤ y ≤ 1

0 αλλού

(γ) Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι :

fX,Y (x, y) = fX(x)fY |X(y|x) fX,Y (x, y) = fY (y)fX|Y (x|y)

Για 0 ≤ y ≤ x, έχουµε ότι :

fY |X(y|x) =
fX,Y (x, y)

fX(x)
=

8xy

4x3
=

2y

x2
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΄Αρα, τελικά, η fY |X(y|x), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fY |X(y|x) =

{
2
x2 y 0 ≤ y ≤ x

0 αλλού

Για y ≤ x ≤ 1, έχουµε ότι :

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

8xy

4y(1− y2)
=

2x

1− y2

΄Αρα, τελικά, η fX|Y (x|y), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fX|Y (x|y) =

{
2

1−y2
x y ≤ x ≤ 1

0 αλλού


