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΄Ασκηση 1

Το ένα δέκατο των εργαλείων που κατασκευάζει µία εταιρεία είναι ελαττωµατικά. Υπολογίστε την

πιθανότητα, σε ένα τυχαίο δείγµα 10 εργαλείων να ϐγουν 2 ακριβώς εργαλεία ελαττωµατικά:

(α) Χρησιµοποιώντας τη ∆ιωνυµική Κατανοµή.

(ϐ) Προσεγγίζοντας τη ∆ιωνυµική Κατανοµή µε µία Κατανοµή Poisson.

Λύση

(α) Σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, η πιθανότητα επιλογής ελαττωµατικού εργαλείου

είναι p = 0.1.

Εαν η τυχαία µεταβλητή X παριστάνει το πλήθος των ελαττωµατικών εργαλείων σε δείγµα 10
εργαλείων, τότε η ∆ιωνυµική Κατανοµή δίνει :

P (X = 2) =

(
10

2

)
· 0.12 · 0.98 = 45 · 0.01 · 0.43 ≈ 0.194

(ϐ) Η Κατανοµή Poisson που προσεγγίζει τη ∆ιωνυµική αυτή Κατανοµή έχει :

λ = n · p = 10 · 0.1 = 1

΄Αρα, στην περίπτωση αυτή, έχουµε:

P (X = x) =
e−λ · λx

x!
και P (X = 2) =

e−1 · 12

2!
≈ 0.184

Παρατήρηση: Η προσέγγιση κατά Poisson, γενικά αποδίδει καλύτερα αποτελέσµατα στις περι-

πτώσεις που n→∞ και p→ 0.

΄Ασκηση 2

Η πιθανότητα να αντιδράσει άσχηµα ένας ασθενής σε µία ένεση είναι 0.001. Εάν η ένεση γίνει σε

2000 ασθενείς, υπολογίστε την πιθανότητα να αντιδράσουν άσχηµα:

(α) Ακριβώς 3 ασθενείς.

(ϐ) Περισσότεροι από 2 ασθενείς.

Λύση

΄Εστω τυχαία µεταβλητήX που παριστάνει το πλήθος των ασθενών που ϑα αντιδράσουν άσχηµα. ΗX
έχει ∆ιωνυµική Κατανοµή, αλλά, επειδή η ¨άσχηµη αντίδραση¨ είναι σπάνιο γεγονός (συνδυαστικά

µε το γεγονός ότι έχουµε ένα αρκούντως µεγάλο δείγµα ασθενών), µπορούµε να δεχθούµε ότι

ακολουθεί κατανοµή Poisson. Οπότε, έχουµε:

P (X = x) =
e−λ · λx

x!
, όπου λ = n · p = 2000 · 0.001 = 2
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Με ϐάση την προσέγγιση αυτή, έχουµε:

(α)

P (X = 3) =
e−2 · 23

3!
≈ 0.18

(ϐ)

P (X > 2) = 1− [P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2)] = 1− (
e−2 · 20

0!
+
e−2 · 21

1!
+
e−2 · 22

2!
)

= 1− (
e−2 · 1

1
+
e−2 · 2

1
+
e−2 · 4

2
) = 1− 5e−2 ≈ 0.323

Παρατήρηση: ΄Ενας ακριβής υπολογισµός των ίδιων πιθανοτήτων µε τη χρήση της ∆ιωνυµικής

Κατανοµής ϑα περιλάµβανε πολύ περισσότερο κόπο, δεδοµένων των πολύ µεγάλων υπολογισµών

που ϑα προέκυπταν (π.χ. 2000! κτλ.).

΄Ασκηση 3

΄Ενας αφηρηµένος λογιστής έχει στην τσέπη του n κλειδιά, από τα οποία µόνο 1 (δε ϑυµάται ποιο...)

ταιριάζει στην πόρτα του γραφείου του. Επιλέγει τυχαία ένα κλειδί και το δοκιµάζει στην κλειδα-

ϱιά. Αν δεν ταιριάζει, επιλέγει ένα άλλο και ξαναπροσπαθεί µέχρις ότου επιλέξει το σωστό κλειδί

και ξεκλειδώσει την πόρτα του. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή X ως το πλήθος των κλειδιών που

δοκιµάζει (συµπεριλαµβανοµένου και του τελευταίου µε το οποίο ανοίγει τελικά την πόρτα). Να

υπολογιστεί η Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) pX(k), αν για κάθε κλειδί το οποίο δεν ανοίγει την

πόρτα, το τοποθετεί ξανά πίσω στην τσέπη του.

Λύση

΄Οταν ο λογιστής ϐάζει πίσω στην τσέπη του το λάθος κλειδί, δηλαδή επιλέγει µε επανάθεση, έχουµε

ουσιαστικά µία ακολουθία Ανεξάρτητων ∆οκιµών Bernoulli, µε πιθανότητα επιτυχίας p = 1
n και

αποτυχίας 1− p = 1− 1
n .

Συνεπώς, η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί Γεωµετρική Κατανοµή, και κατ΄ επέκταση η Ϲητούµενη

Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) ϑα είναι :

pX(k) = (1− p)k−1 · p = (1− 1

n
)k−1 · 1

n
, k = 1, 2, 3, ...

΄Ασκηση 4

Σε µία τηλεφωνική συνοµιλία, κατά τη διάρκεια κάθε λεπτού υπάρχει µία πιθανότητα 0.05 να πέσει

η γραµµή. Υποθέτουµε πως η συµπεριφορά της τηλεφωνικής γραµµής από λεπτό σε λεπτό είναι

ανεξάρτητη.

(α) Ποια είναι η πιθανότητα να πέσει η γραµµή για 1η
ϕορά κατά το 5ο

λεπτό της συνοµιλίας ;

(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα να µην έχει πέσει η γραµµή κατά τα πρώτα 10 λεπτά της συνοµιλίας ;

Λύση

΄Εστω X τυχαία µεταβλητή που δείχνει σε ποιο λεπτό της συνοµιλίας έπεσε η γραµµή.

Η X ακολουθεί τη Γεωµετρική Κατανοµή µε παράµετρο επιτυχίας p = 0.05, αφού κάθε λεπτό απο-

τελεί Ανεξάρτητη ∆οκιµή Bernoulli, µε πιθανότητα επιτυχίας p = 0.05.

Παρατήρηση: Σε αυτή τη ∆οκιµή Bernoulli που µελετάµε, έχουµε ϑεωρήσει ως επιτυχία την πε-

ϱίπτωση που η γραµµή πέφτει.
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Με ϐάση τα παραπάνω, έχουµε:

(α) Η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι :

P (X = 5) = (1− 0.05)4 · 0.05 ≈ 0.041

(ϐ) Η γραµµή δεν ϑα πέσει τα πρώτα 10 λεπτά, αν και µόνο αν έχουµε 10 αποτυχίες στη σει-

ϱά (δηλαδή, για 10 συνεχόµενα λεπτά η γραµµή διατηρείται ανέπαφη). ΄Ετσι, η Ϲητούµενη

πιθανότητα ϑα είναι :

P (X > 10) = (1− 0.05)10 ≈ 0.599

΄Ασκηση 5

Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τ.µ. X,Y δίνεται από τον παρακάτω πίνακα:

y = 3 c c 2c

y = 2 2c 0 4c

y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3

(α) Βρείτε την τιµή της σταθεράς c.
(ϐ) Βρείτε την P (Y < X).
(γ) Βρείτε την P (Y > X).
(δ) Βρείτε την P (Y = X).
(ε) Βρείτε την P (Y = 3).
(στ) Βρείτε τις περιθωριακές συναρτήσεις πιθανότητας pX(x) και pY (y).
(Ϲ) Βρείτε τις µέσες τιµές E[X], E[Y ].
(η) Βρείτε τις διασπορές var(X), var(Y ).
(ϑ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (X = Y | X ≤ Y ).

Λύση

(α) Ισχύει : ∑
x

∑
y

pX,Y (x, y) = 1

΄Ετσι, προσθέτουµε όλες τις τιµές του πίνακα και ϑέτουµε το άθροισµα ίσο µε 1.

20c = 1→ c =
1

20
.

(ϐ) P (Y < X) = c+ 6c+ 4c = 11c = 11/20.

y = 3 c c 2c

y = 2 2c 0 4c

y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3
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(γ) P (Y > X) = 2c+ c+ c = 4c = 1/5.

y = 3 c c 2c

y = 2 2c 0 4c

y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3

(δ) P (Y = X) = 1− P (Y < X)− P (Y > X) = 1− 11
20 −

1
5 = 1/4

(ε) P (Y = 3) = c+ c+ 2c = 4c = 1/5.

y = 3 c c 2c

y = 2 2c 0 4c

y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3

(στ)

pX(x) =


3/10, x = 1
1/10, x = 2
3/5, x = 3

pY (y) =


1/2, y = 1
3/10, y = 2
1/5, y = 3

(Ϲ)

E[X] =
3

10
· 1 +

1

10
· 2 +

3

5
· 3 = 2.3

E[Y ] =
1

2
· 1 +

3

10
· 2 +

1

5
· 3 = 1.7

(η)

E[X2] =
3

10
· 1 +

1

10
· 4 +

3

5
· 9 = 6.1

E[Y 2] =
1

2
· 1 +

3

10
· 4 +

1

5
· 9 = 3.5

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 6.1− 2.32 = 0.81

var(Y ) = E[Y 2]− (E[Y ])2 = 3.5− 1.72 = 0.61

(ϑ) Για την πιθανότητα P (X = Y |X ≤ Y ) έχω:

P (X = Y |X ≤ Y ) =
P (X = Y ∩X ≤ Y )

P (X ≤ Y )

=
pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 2) + pX,Y (3, 3)

pX,Y (1, 2) + pX,Y (1, 3) + pX,Y (2, 3) + pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 2) + pX,Y (3, 3)

(3 + 0 + 2)/20

(2 + 1 + 1 + 3 + 0 + 2)/20
=

5

9
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΄Ασκηση 6

΄Εχετε στα χέρια σας ένα δίκαιο 6-εδρο Ϲάρι και ένα δίκαιο κέρµα. Ρίχνετε πρώτα το Ϲάρι και έστω

X ο αριθµός που έρχεται. Στη συνέχεια, ϱίχνετε το κέρµα X ϕορές και έστω ότι εµφανίζονται Y
κεφαλές.

(αʹ) Ποια είναι η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας pY/X(y/x); ∆ώστε την πλήρη µαθηµατική

περιγραφή της.

(ϐʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y = 3 /X = 6).

(γʹ) Ποια είναι η Συνάρτηση Πιθανότητας της τ.µ. X;

(δʹ) Υπολογίστε την από κοινού Σ.Π. pX,Y (x, y) των τ.µ. X και Y .

Λύση

(αʹ) ∆εδοµένου ότι ϕέρνουµε X = x στη ϱίψη του 6-εδρου δίκαιου Ϲαριού, ϱίχνουµε το κέρµα x
ϕορές και το πλήθος Y των κεφαλών που εµφανίζονται ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή µε

παραµέτρους n = x και p = 1
2 :

Y/{X = x} ∼ ∆(x,
1

2
)

Συνεπώς,

PY/X(y/x) =

(
x

y

)(1

2

)y(1

2

)x−y
=

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.

(ϐʹ) P (Y = 3 /X = 6) = PY/X(y = 3 / x = 6) =

(
6

3

)(1

2

)6
=

20

64
= 0.3125.

(γʹ) Προφανώς, η X είναι διακριτή οµοιόµορφη τ.µ. στο πεδίο τιµών x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

pX(x) =

{
1
6 , x = 1, 2, 3, 4, 5, 6
0, αλλού.

(δʹ) Γνωρίζουµε ότι η δεσµευµένη Σ.Π. συχνά είναι χρήσιµη για τον υπολογισµό της από κοινού

Σ.Π. µέσω του Πολλαπλασιαστικού νόµου:

pX,Y (x, y) = pY (y) · pX/Y (x/y)

= pX(x) · pY/X(y/x)

Συνεπώς, η από κοινού Σ.Π. των X και Y είναι :

pX,Y (x, y) = pX(x) · pY |X(y|x)

=
1

6

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.

΄Ασκηση 7

Ο Χρήστος αφιερώνει Κ ώρες στην αγορά ϐιβλίων, όπου Κ µια διακριτή τ.µ µε ισοπίθανες τιµές

1,2,3 και 4. Ο αριθµός Ν των ϐιβλίων που αγοράζει ο Χρήστος είναι και αυτός µια διακριτή τ.µ που

εξαρτάται από το πόση ώρα ψωνίζει. ΄Αρα:

pN/K(n/k) =
1

k
, για n = 1, . . . , k.
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(α) Υπολογίστε την από κοινού σ.π. των K και N .

(ϐ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. της N .

(γ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π. της K δεδοµένου του γεγονότος N = 2.
(δ) Μας δίδεται ότι ο Χρήστος αγόρασε τουλάχιστον 2 αλλά όχι περισσότερα από 3 ϐιβλία. Υπολο-

γίστε τη δεσµευµένη µέση τιµή και διασπορά της K, δεδοµένης της παραπάνω πληροφορίας.

Λύση

(α) Χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι pN,K(n, k) = pN |K(n|k)pK(k) για να υπολογίσουµε την από

κοινού σ.π.π :

pN,K(n, k) =

{
1/(4k), k = 1, 2, 3, 4 και n = 1, ..., k;

0, αλλίως

(ϐ) Η σ.π.π pN (n) δίνεται από τον ακόλουθο τύπο:

pN (n) =
∑
k

pN,K(n, k) =

4∑
k=n

1

4k

δηλαδή:

pN (n) =


25/48, n = 1
13/48, n = 2
7/48, n = 3
3/48, n = 4
0, αλλιώς

(γ) Η δεσµευµένη σ.π.π είναι :

pK|N (k|2) =
pN,K(2, k)

pN (2)
=


6/13, k = 2;
4/13, k = 3;
3/13, k = 4;
0, αλλιώς

(δ) ΄Εστω A το γεγονός ότι 2 ≤ N ≤ 3. Πρώτα υπολογίζουµε την δεσµευµένη σ.π.π τουK δεδοµένου

του A:

pK|A(k) =
P (K = k,A)

P (A)

P (A) = pN (2) + pN (3) = 5/12

P (K = k,A) =


1/8, k = 2;

1/12 + 1/12, k = 3;
1/16 + 1/16, k = 4;

0, αλλιώς

pK|A(k) =


3/10, k = 2;
2/5, k = 3;
3/10, k = 4;
0, αλλιώς

Επειδή η δεσµευµένη σ.π.π τουK δεδοµένου του A είναι συµµετρική γύρω από το k = 3, γνωρίζου-
µε ότι E[K|A] = 3. Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε την δεσµευµένη διασπορά του K δεδοµένου

του A:

var(K|A) = E[(K − E[K|A])2|A] =
3

10
(2− 3)2 +

2

5
(3− 3)2 +

3

10
(4− 3)2 =

3

5


