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Φροντιστήριο 7

΄Ασκηση 1

Θεωρείστε τις δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) µε από κοινού συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.)
όπως ϕαίνεται στον ακόλουθο πίνακα:

Y = 1 Y = 2 Y = 3

X = 1 1/9 2/9 1/9
X = 2 0 1/9 2/9
X = 3 1/9 0 1/9

(α) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pX(x) της τ.µ. X. Υπολογίστε την µέση τιµή της X, E[X].

(ϐ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pY (y) της τ.µ. Y . Υπολογίστε την µέση τιµή της Y , E[Y ].

(γ) Υπολογίστε την δεσµευµένη σ.π. της τ.µ. Y , pY/A(y), δεδοµένου του γεγονότος A = {X ≤ 2}.
Ποια είναι η µέση τιµή, δεύτερη ϱοπή, και διασπορά της τ.µ. Y δεδοµένου του Α, δηλαδή ποια
είναι τα E[Y/A],E[Y 2/A], και var(Y/A), αντίστοιχα ;

(δ) Εστω η τ.µ. Z = g(X,Y ) = 3X + 2Y + 7. Υπολογίστε τη µέση τιµή της τ.µ. Z.

(ε) Εστω η τ.µ. X̃ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. X και η τ.µ. Ỹ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. Y .
΄Εστω ότι οι τ.µ. X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες. Υπολογίστε την από κοινού σ.π. των X̃ και Ỹ .

Λύση

(αʹ)

pX(x) =

3∑
y=1

pX,Y (x, y), x = 1, 2, 3

Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pX(x) =


4/9, x = 1

3/9, x = 2

2/9, x = 3

0, αλλού

Εύκολα προκύπτει ότι :

E[X] =
3∑

x=1

x · pX(x) = 1 · 4

9
+ 2 · 3

9
+ 3 · 2

9
=

16

9

(ϐʹ) Οµοίως,

pY (y) =

3∑
x=1

pX,Y (x, y), y = 1, 2, 3
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Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pY (y) =


2/9, y = 1

3/9, y = 2

4/9, y = 3

0, αλλού

΄Αρα µπορούµε να συµπεράνουµε πως:

E[Y ] =
3∑

y=1

y · pY (y) = 1 · 2

9
+ 2 · 3

9
+ 3 · 4

9
=

20

9

(γʹ) ΄Εχουµε ότι :

PY |A(y) =
P (Y = y, A)

P (A)

όπου,

P (A) = P (X ≤ 2) =
2∑

i=1

pX(x)

= pX(1) + pX(2)

=
4

9
+

3

9

=
7

9

Επίσης, ισχύει ότι :

• {Y = 1} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 1), (2, 1)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 1, A) = pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 1) = 1
9 + 0 = 1

9

• {Y = 2} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 2), (2, 2)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 2, A) = pX,Y (1, 2) + pX,Y (2, 2) = 2
9 + 1

9 = 3
9

• {Y = 3} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 3), (2, 3)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 3, A) = pX,Y (1, 3) + pX,Y (2, 3) = 1
9 + 2

9 = 3
9

΄Αρα, ϑα είναι :

pY |A(y) =


1/7, y = 1

3/7, y = 2

3/7, y = 3

0, αλλού
Επίσης, ισχύει ότι :

E[Y |A] =

3∑
y=1

y · pY |A(y) = 1 · 1

7
+ 2 · 3

7
+ 3 · 3

7
=

16

7

E[Y 2|A] =
3∑

y=1

y2 · pY |A(y) = 12 · 1

7
+ 22 · 3

7
+ 32 · 3

7
=

40

7

var(Y |A) = E[Y 2|A]−
(
E[Y |A]

)2
=

40

7
−
(16

7

)2
=

24

49
= 0.49
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(δʹ) ΄Εχουµε ότι :

E[Z] = E[3 ·X + 2 · Y + 7]

= 3 · E[X] + 2 · E[Y ] + 7

= 3 · 16

9
+ 2 · 20

9
+ 7

=
151

9
= 16.78

(εʹ) Καθώς οι X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, ϑα είναι :

pX̃,Ỹ (x, y) = pX̃(x) · pỸ (y), x, y = 1, 2, 3.

όπου οι pX̃(x) και pỸ (y) ακολουθούν τις εκφράσεις στα (α) και (ϐ).

Οι τιµές της pX̃,Ỹ (x, y) ϕαίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

Ỹ=1 Ỹ=2 Ỹ=3

X̃=1
8
81

12
81

16
81

X̃=2
6
81

9
81

12
81

X̃=3
4
81

6
81

8
81

΄Ασκηση 2

΄Εχετε στα χέρια σας ένα δίκαιο 6-εδρο Ϲάρι και ένα δίκαιο κέρµα. Ρίχνετε πρώτα το Ϲάρι και έστω
X ο αριθµός που έρχεται. Στη συνέχεια, ϱίχνετε το κέρµα X ϕορές και έστω ότι εµφανίζονται Y
κεφαλές.

(αʹ) Ποια είναι η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας pY/X(y/x); ∆ώστε την πλήρη µαθηµατική
περιγραφή της.

(ϐʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y = 3 /X = 6).

(γʹ) Ποια είναι η Συνάρτηση Πιθανότητας της τ.µ. X;

(δʹ) Υπολογίστε την από κοινού Σ.Π. pX,Y (x, y) των τ.µ. X και Y .

(εʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος να εµφανιστούν µόνο κεφαλές, δηλαδή P (X = Y ).

Λύση

(αʹ) ∆εδοµένου ότι ϕέρνουµε X = x στη ϱίψη του 6-εδρου δίκαιου Ϲαριού, ϱίχνουµε το κέρµα x
ϕορές και το πλήθος Y των κεφαλών που εµφανίζονται ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή µε
παραµέτρους n = x και p = 1

2 :

Y/{X = x} ∼ ∆(x,
1

2
)

Συνεπώς,

PY/X(y/x) =

(
x

y

)(1

2

)y(1

2

)x−y
=

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.

(ϐʹ) P (Y = 3 /X = 6) = PY/X(y = 3 / x = 6) =

(
6

3

)(1

2

)6
=

20

64
= 0.3125.
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(γʹ) Προφανώς, η X είναι διακριτή οµοιόµορφη τ.µ. στο πεδίο τιµών x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

pX(x) =

{
1
6 , x = 1, 2, 3, 4, 5, 6
0, αλλού.

(δʹ) Γνωρίζουµε ότι η δεσµευµένη Σ.Π. συχνά είναι χρήσιµη για τον υπολογισµό της από κοινού
Σ.Π. µέσω του Πολλαπλασιαστικού νόµου:

pX,Y (x, y) = pY (y) · pX/Y (x/y)

= pX(x) · pY/X(y/x)

Συνεπώς, η από κοινού Σ.Π. των X και Y είναι :

pX,Y (x, y) = pX(x) · pY |X(y|x)

=
1

6

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.

(εʹ) Η πιθανότητα του γεγονότος να εµφανιστούν µόνο κεφαλές είναι

P (X = Y ) =

6∑
i=1

pX,Y (i, i) (x = i, y = i)

=
1

6

6∑
i=1

(
i

i

)(1

2

)i
=

1

6

[(1

2

)
+
(1

2

)2
+ . . .+

(1

2

)6]
= 0.164.

΄Ασκηση 3

Ο Χρήστος αφιερώνει Κ ώρες στην αγορά ϐιβλίων, όπου Κ µια διακριτή τ.µ µε ισοπίθανες τιµές
1,2,3 και 4. Ο αριθµός Ν των ϐιβλίων που αγοράζει ο Χρήστος είναι και αυτός µια διακριτή τ.µ που
εξαρτάται από το πόση ώρα ψωνίζει. ΄Αρα:

pN/K(n/k) =
1

k
, για n = 1, . . . , k.

(α) Υπολογίστε την από κοινού σ.π. των K και N .
(ϐ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. της N .
(γ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π. της K δεδοµένου του γεγονότος N = 2.
(δ) Μας δίδεται ότι ο Χρήστος αγόρασε τουλάχιστον 2 αλλά όχι περισσότερα από 3 ϐιβλία. Υπολο-
γίστε τη δεσµευµένη µέση τιµή και διασπορά της K, δεδοµένης της παραπάνω πληροφορίας.

Λύση

(α) Χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι pN,K(n, k) = pN |K(n|k)pK(k) για να υπολογίσουµε την από
κοινού σ.π.π :

pN,K(n, k) =

{
1/(4k), k = 1, 2, 3, 4 και n = 1, ..., k;

0, αλλίως

(ϐ) Η σ.π.π pN (n) δίνεται από τον ακόλουθο τύπο:

pN (n) =
∑
k

pN,K(n, k) =
4∑

k=n

1

4k

δηλαδή:

pN (n) =


25/48, n = 1
13/48, n = 2
7/48, n = 3
3/48, n = 4
0, αλλιώς
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(γ) Η δεσµευµένη σ.π.π είναι :

pK|N (k|2) =
pN,K(2, k)

pN (2)
=


6/13, k = 2;
4/13, k = 3;
3/13, k = 4;
0, αλλιώς

(δ) ΄Εστω A το γεγονός ότι 2 ≤ N ≤ 3. Πρώτα υπολογίζουµε την δεσµευµένη σ.π.π τουK δεδοµένου
του A:

pK|A(k) =
P (K = k,A)

P (A)

P (A) = pN (2) + pN (3) = 5/12

P (K = k,A) =


1/8, k = 2;

1/12 + 1/12, k = 3;
1/16 + 1/16, k = 4;

0, αλλιώς

pK|A(k) =


3/10, k = 2;
2/5, k = 3;
3/10, k = 4;
0, αλλιώς

Επειδή η δεσµευµένη σ.π.π τουK δεδοµένου του A είναι συµµετρική γύρω από το k = 3, γνωρίζου-
µε ότι E[K|A] = 3. Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε την δεσµευµένη διασπορά του K δεδοµένου
του A:

var(K|A) = E[(K − E[K|A])2|A] =
3

10
(2− 3)2 +

2

5
(3− 3)2 +

3

10
(4− 3)2 =

3

5

΄Ασκηση 4

Στα παρακάτω ερωτήµατα επιλέξτε τη σωστή απάντηση και αιτιολογείστε την επιλογή σας :

(α) ΄Εστω δύο διακριτές τ.µ. X και Y , όπου κάθε µία παίρνει τιµές {1, 2, 3}. Η από κοινού
συνάρτηση πιθανότητας είναι pX,Y (x, y) = 0, αν (x, y) ∈ {(1, 3), (2, 1), (3, 2)} και pX,Y (x, y) > 0,
αν (x, y) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 3)}. Τότε :

(i) Οι τ.µ. X και Y είναι ανεξάρτητες.
(ii) Οι τ.µ. X και Y δεν είναι ανεξάρτητες.

(ϐ) ΄Εστω 4 ανεξάρτητες τ.µ. Bernoulli Xi, i = 1, . . . , 4, µε παραµέτρο p = 0.1. Ορίζουµε την τ.µ.
X =

∑4
i=1Xi. Τότε :

(i) E[X1/X = 2] = 0.1.
(ii) E[X1/X = 2] = 0.5.
(iii)E[X1/X = 2] = 0.25.

(γ) Οι ανεξάρτητες τ.µ. X και Y είναι ∆ιωνυµικές µε παραµέτρους (n = 10, p) και (n = 5, q),
αντίστοιχα. ∆ηλαδή X ∼ ∆(10, p) και Y ∼ ∆(5, q). Η διασπορά της τ.µ. Z = 3 + 2X + 5Y είναι :

(i) 20p(1− p) + 25q(1− q).
(ii) 9 + 40p(1− p) + 125q(1− q).
(iii)40p(1− p) + 125q(1− q).
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Λύση

(α) Οι τ.µ. X και Y δεν είναι ανεξάρτητες. Π.χ. δεδοµένου ότι X = 1, η Y δεν µπορεί ποτέ
να πάρει την τιµή 3, καθώς pY/X(3/1) = pX,Y (1, 3)/pX(1) = 0/pX(1) = 0. Από την άλλη,
pY (3) = pX,Y (2, 3) + pX,Y (3, 3) > 0. ΄Αρα, pY (3) 6= pY/X(3/1).

(ϐ) Κατ΄ αρχάς, παρατηρούµε ότι η τ.µ. X είναι ∆ιωνυµική ως άθροισµα τ.µ. Bernoulli, δηλαδή
X ∼ ∆(4, p). ΄Εχουµε ότι :

P (X1 = 1/X = 2) =
P (X1 = 1 ∩X = 2)

P (X = 2)

=
p ·
(
3
1

)
· p1 · (1− p)3−1(

4
2

)
· p2 · (1− p)4−2

=

(
3
1

)(
4
2

) =
1

2

Συνεπώς, P (X1 = 0/X = 2) = 1− P (X1 = 1/X = 2) = 1
2 .

Τελικά, E[X1/X = 2] = 1 · P (X1 = 1/X = 2) + 0 · P (X1 = 0/X = 2) = 0.5

(γ) Αφού οι τ.µ. X και Y είναι ανεξάρτητες, η διασπορά του αθροίσµατος ισούται µε το άθροισµα
των διασπορών:

var(Z) = var(3 + 2X + 5Y ) = var(2X) + var(5Y )

= 4var(X) + 25var(Y )

= 4 · 10p(1− p) + 25 · 5q(1− q)
= 40p(1− p) + 125q(1− q)


