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΄Ασκηση 3.

Η ϑερµοκρασία µιας πόλης µοντελοποιείται ως µια τ.µ. µε µέση τιµή και τυπική απόκλιση ίσες µε
10 ϐαθµούς Κελσίου. Μια ηµέρα χαρακτηρίζεται ως ¨τυπική¨, αν η ϑερµοκρασία κατά τη διάρκεια
αυτής της ηµέρας έχει εύρος/πεδίο τιµών µίας τυπικής απόκλισης από τη µέση τιµή. Ποιο ϑα ήταν
το εύρος/πεδίο τιµών για µια τυπική µέρα, αν η ϑερµοκρασία εκφράζονταν σε ϐαθµούς Φαρενάιτ;
(Βοήθεια: Η µετατροπή ϐαθµών από την κλίµακα Κελσίου στην κλίµακα Φαρενάιτ γίνεται µε τη
ϐοήθεια της σχέσης : [C◦]× 9

5 + 32 = [F ◦]).

Λύση.

Αν η τ.µ. X εκφράζει τη ϑερµοκρασία σε ϐαθµούς Κελσίου, τότε η ϑερµοκρασία σε Φαρενάιτ ϑα
εκφράζεται από την Y = 32 + 9

5X.
΄Αρα

E[Y ] = 32 +
9

5
E[X] = 32 + 18 = 50.

Επίσης,

var(Y ) =

(
9

5

)2

var(X) =

(
9

5

)2

σ2X =

(
9

5
10

)2

⇒ σY =
√
var(Y ) =

9

5
10 = 18

Συνεπώς µία τυπική ηµέρα σε Φάρενάιτ είναι αυτή για την οποία η ϑερµοκρασία ϑα ϐρίσκεται στο
πεδίο τιµών [32, 68].

΄Ασκηση 4.

(αʹ) ΄Εστω X διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους (10,p). Να υπολογίσετε : (i) την πιθα-
νότητα η X να πάρει την τιµή 2 και (ii) τη διασπορά της τ.µ. 2 + 3X.

(ϐʹ) ΄Εστω Z ‘‘Poisson" τυχαία µεταβλητή. Αν E[Z] = 3, ποια είναι η µέση τιµή της τ.µ. Y =
(Z − 2)2.

Λύση.

(α,i) P (X = 2) =
(
10
2

)
p2(1− p)8 = 10!

2!8!p
2(1− p)8 = 45p2(1− p)8

(α,ii) var(3X + 2) = 32var(X) = 9 ∗ n ∗ p ∗ (1− p) = 9 ∗ 10 ∗ p ∗ (1− p) = 90p(1− p)

(ϐ) Για την Poisson δείξαµε ότι E[Z] = var(Z) = λ = 3.

E[Y ] = E[(Z − 2)2] = E[Z2 − 4Z + 4] = E[Z2]− 4E[Z] + 4

= var(Z) + (E[Z])2 − 4E[Z] + 4

= λ+ λ2 − 4λ+ 4 = λ2 − 3λ+ 4

= 32 − 3 ∗ 3 + 4 = 4
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΄Ασκηση 5.

Η µέση ηµερήσια ϑερµοκρασία στη Θεσσαλονίκη το µήνα Μάρτιο, µετρούµενη σε ακέραιους ϐαθ-
µούς Κελσίου είναι µια τ.µ. X µε την ακόλουθη Συνάρτηση Πιθανότητας :

pX(k) =

{
1
20 |k − 10|, 10− b ≤ k ≤ 10 + b

0, αλλού

(αʹ) Υπολογίστε τη σταθερά b και δώστε τη γραφική παράσταση της Σ.Π. της τ.µ. X
Βοήθεια : Παρατηρήστε τη συµµετρία της Σ.Π. της X και χρησιµοποιήστε την ταυτότητα∑b

i=1 i =
b(b+1)

2 .

(ϐʹ) Ποια είναι η αναµενόµενη τιµή, E[X] και η διασπορά, var(X) της X;

Λύση.

(αʹ) Για να είναι η pX(k) µια έγκυρη σ.π. πρέπει

10+b∑
k=10−b

pX(k) = 1

΄Εχουµε ότι :

10+b∑
k=10−b

1

20
|k − 10| = 2 ·

10+b∑
k=11

1

20
(k − 10) [λόγω συµµετρίας της pX(k) γύρω από το k = 10]

= 2 ·
b∑

m=1

1

20
m =

1

10

b∑
m=1

m [m = k − 10]

=
1

10

b(b+ 1)

2
=

b(b+ 1)

20
= 1

⇒ b = 4

Η γραφική παράσταση της pX(k) ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση και η Σ.Π. για το υποερώτηµα 3(α).

pX(k) =


0, k = 10

1/20, k = 9 ή 11
2/20, k = 8 ή 12
3/20, k = 7 ή 13
4/20, k = 6 ή 14
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(ϐʹ) Προφανώς λόγω συµµετρίας της pX(k) γύρω από το k = 10,

E[X] = 10.

Επίσης,

E[X2] =
∑
k

k2pX(k) = 102·0+(92+112)· 1
20

+(82+122)· 2
20

+(72+132)· 3
20

+(62+142)· 4
20

= 110

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 110− 102 = 10

΄Ασκηση 6.

΄Εστω η τ.µ. X µε πεδίο τιµών {1, 2} και η τ.µ. Y µε πεδίο τιµών {1, 2, 3}. Υποθέστε ότι η
από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) για τις τ.µ. (X,Y ) δίδεται από τη σχέση
p(x, y) = c(x+ y), όπου x ∈ {1, 2}, y ∈ {1, 2, 3} και c είναι µία σταθερά.

(αʹ) Βρείτε την τιµή της σταθεράς c.

(ϐʹ) Βρείτε τις περιθωριακές συναρτήσεις πιθανότητας για τις τ.µ. X και Y , pX(x) pY (y).

Λύση.

(αʹ) Πρέπει να ισχύει :
2∑

x=1

3∑
y=1

p(x, y) = 1

Συνεπώς,

1 =

2∑
x=1

3∑
y=1

c(x+ y) = c

 2∑
x=1

3∑
y=1

x+

3∑
y=1

2∑
x=1

y


= c

3

2∑
x=1

x+ 2

3∑
y=1

y

 = c(3 · 3 + 2 · 6) = 21c

΄Αρα, c = 1
21

(ϐʹ)

pX(x) =
3∑

y=1

p(x, y) =
1

21

3∑
y=1

(x+ y) =
3x+ 6

21
, x = 1, 2

pY (y) =
2∑

x=1

p(x, y) =
1

21

2∑
x=1

y(x+ y) =
3 + 2y

21
, y = 1, 2, 3
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΄Ασκηση 7.

Γιατρεύοντας τον µανιώδη τζογαδόρο.

Οι αµερικάνικες ϱουλέτες διαθέτουν 38 ισοπίθανα νούµερα. Αν έρθει το νούµερο στο οποίο έχει
ποντάρει ένας παίχτης, αυτός παίρνει πίσω το αρχικό ποσό που πόνταρε και επίσης το πληρώνεται
άλλες 35 ϕορές, διαφορετικά το χάνει.
Ο κύριος ¨Τάδε¨ πάντα ποντάρει 1e στο νούµερο 13 της ϱουλέτας. Για να ϐοηθήσει στη ϑεραπεία
του µανιώδη τζογαδόρου µας, ο κ. ¨Καλόφιλος¨ πάντα στοιχηµατίζει 20e στον κ. Τάδε, ακόµα και
στα χρήµατα που ο κ. Τάδε ϑα χάνει µετά από 36 παιχνίδια. Ο στόχος µας είναι να διαπιστώσουµε
πώς δουλεύει η ϑεραπεία.

(αʹ) Υπολογίστε το αναµενόµενο κέρδος του κ. Τάδε, µόνο για τα 36 παιχνίδια στη ϱουλέτα, χωρίς
το στοίχηµα των 20e του κ. Καλόφιλου. (Αν πρόκειται να χάνει χρήµατα, το αναµενόµενο
κέρδος ϑα είναι αρνητικός αριθµός.)

(ϐʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι ο κ. τάδε ϑα χάνει χρήµατα µετά από 36 παιχνίδια στη ϱουλέτα.
(Βοήθεια : Μπορεί να χάνει χρήµατα αν έχει κερδίσει έστω ένα από τα 36 παιχνίδια ;)

(γʹ) Υπολογίστε το αναµενόµενο κέρδος του κ. Τάδε από το στοίχηµα του κ. Καλόφιλου.

(δʹ) Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της γραµµικότητας για τη µέση τιµή, και τα αποτελέσµατα των
(α) και (γ), υπολογίστε το συνολικό αναµενόµενο κέρδος του κ. Τάδε από τη ϱουλέτα και το
στοίχηµα. Πώς δουλεύει η ϑεραπεία ;

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω η τ.µ. Xi, η οποία εκφράζει το κέρδος του κ. Τάδε στο i-οστό παιχνίδι. Σε κάθε παιχνίδι,
αν κερδίσει, που συµβαίνει µε πιθανότητα 1

38 , Xi = 35, αλλιώς Xi = −1. ΄Αρα η τ.µ. Xi έχει
την παρακάτω ΣΠΠ:

pXi(x) =


1
38 , x = 35
37
38 , x = −1
0, αλλίως

Η µέση τιµή της X είναι :

E[X] = 35 · 1
38
− 1 · 37

38
= − 2

38
.

Το κέρδος X από τα πρώτα 36 παιχνίδια είναι το άθροισµα των κερδών από κάθε παιχνίδι,
X =

∑36
i=1Xi. Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της γραµµικότητας για τη µέση τιµή έχουµε:

E[X] = E

[
36∑
i=1

Xi

]
=

36∑
i=1

E[Xi]

= 36 ·
(
− 2

38

)
= −36

39
≈ −1.8947.

(ϐʹ) Αν ο κ. Τάδε κέρδιζε 1 ϕορά και έχανε 35 ϕορές στα 36 παιχνίδια, το κέρδος του ϑα ήταν
35− 1 · 35 = 0, και δε ϑα έχανε χρήµατα. Αν κέρδιζε περισσότερες από µία ϕορές, το κέρδος
του ϑα ήταν (σύµφωνα µε τα παραπάνω) ϑετικό. ΄Ετσι ο µόνος τρόπος για να χάνει ο κ. Τάδε
χρήµατα µετά το 36ο παιχνίδι είναι να χάσει όλα τα παιχνίδια. Αφού τα παιχνίδια είναι µεταξύ
τους ανεξάρτητα, η πιθανότητα να χαθούν όλα είναι :

pχάνει =

(
37

38

)36

≈ 0.38287.
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(γʹ) ΄Οταν καταλήγει να χάνει χρήµατα που συµβαίνει µε πιθανότητα pχάνει, χάνει 20e, αλλιώς
κερδίζει 20eαπό τον κ. Καλόφιλο. Αν η τ.µ. K εκφράζει το κέρδος του σε αυτό το ποντάρισµα,
η ΣΠΠ της K είναι :

pK(k) =


pχάνει, k = −20
1− pχάνει, k = 20

0, αλλίως

και η αντίστοιχη µέση τιµή είναι :

E[K] = −20pχάνει + 20(1− pχάνει)
≈ −20 · 0.38287 + 20 · (1− 0.38287)

= 4.6852.

(δʹ) Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της γραµµικότητας έχουµε:

E[X +K] = E[X] + E[K] ≈ −1.8947 + 4.6852 = 2.7905

και έτσι ο κ. Τάδε κερδίζει 2.79e ανά 36 παιχνίδια. ∆ηλαδή τελικά ϐγάζει χρήµατα από τη
ϱουλέτα ! Από ότι ϕαίνεται ο κ. Καλόφιλος πρέπει να ϑεραπευτεί πρώτος...
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