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Φροντιστήριο 4

΄Ασκηση 1

Το δελτίο καιρού για µία τυχαία µέρα του έτους µπορεί να λέει : ¨ήλιος¨, ¨συννεφιά¨, ¨βροχή¨ ή
¨χιόνι¨. Υποθέτουµε ότι το έτος έχει 4 εποχές (¨φθινόπωρο¨, ¨χειµώνας¨, ¨άνοιξη¨, ¨καλοκαίρι¨), µε
90 µέρες στην κάθε εποχή. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι χιόνι µπορεί να πέσει µόνο τον χειµώνα,
καθώς επίσης και ότι δε ϐρέχει το καλοκαίρι. Πόσα ετήσια δελτία καιρού είναι δυνατά, (δηλαδή,
ποιο είναι το πλήθος όλων των δυνατών ακολουθιών δελτίων καιρού 360 (= 4 · 90) ηµερών);

Λύση

Την άνοιξη και το ϕθινόπωρο, κάθε µέρα έχει 3 πιθανές καταστάσεις για τον καιρό (¨ήλιος¨, ¨συν-
νεφιά¨, ¨βροχή¨). Συνεπώς, για κάθε µία από αυτές τις εποχές το συνολικό πλήθος των πιθανών
καταστάσεων είναι : 3 · 3 · 3 · ... · 3 = 390.
Οµοίως, υπάρχουν:

• 490 πιθανές καταστάσεις για τον χειµώνα (¨ήλιος¨, ¨συννεφιά¨, ¨βροχή¨, ¨χιόνι¨)

• 290 πιθανές καταστάσεις για το καλοκαίρι (¨ήλιος¨, ¨συννεφιά¨)

΄Αρα, τελικά, το συνολικό πλήθος των δυνατών ακολουθιών δελτίων καιρού για 360 µέρες είναι :

390 · 390 · 490 · 290 ≈ 10167

΄Ασκηση 2

Πόσες δυνατές εκδοχές υπάρχουν στο καθένα από τα παρακάτω πειράµατα ;

(i) Εγκαθιστούµε ένα πρόγραµµα διαδοχικά σε 10 υπολογιστές.

(ii) Επιλέγουµε µε τη σειρά 3 από 12 αντικείµενα, χωρίς επανατοποθέτση.

(iii) Στρίβουµε ένα κέρµα 6 ϕορές.

(iv) Επιλέγουµε 20 άτοµα από 100 για µία δηµοσκόπηση.

(v) Ρίχνουµε ένα Ϲάρι 7 ϕορές.

(vi) Βάζουµε 13 ανθρώπους να κάτσουν σε µία σειρά.

(vii) Μοιράζουµε µε τη σειρά 8 ϕύλλα από µία συνηθισµένη τράπουλα 52 ϕύλλων.

(viii) Ρίχνουµε ένα κέρµα 4 ϕορές και ένα Ϲάρι 2 ϕορές.

Λύση

Σε κάθε περίπτωση πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τον σωστό κανόνα αρίθµησης. Πιο συγκεκριµένα:

(i) ΄Εχουµε 10 επιλογές για τον πρώτουπολογιστή, 9 για τον δεύτερο, κ.ο.κ. Το πλήθος των
µεταθέσεων είναι : 10! = 3628800.

(ii) Το πλήθος των διατεταγµένων 3-άδων είναι :

12!

(12− 3)!
=

12 · 11 · 10 · 9!

9!
= 1320.
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(iii) Κάθε µία από τις 6 ϱίψεις µπορεί να καταλήξει σε 2 αποτελέσµατα, άρα το πλήθος των επα-
ναληπτικών διατάξεων είναι : 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 26 = 32.

(iv) Εφόσον δεν µας ενδιαφέρει η σειρά επιλογής, το πλήθος των συνδυασµών είναι :(
100

20

)
=

100!

20!(100− 20)!
' 5.359 · 1020.

(v) Κάθε Ϲαριά έχει 6 δυνατά αποτελέσµατα. Συνεπώς, από την πολλαπλασιαστική αρχή έχουµε
6 · 6 · 6 · 6 · 6 · 6 · 6 = 67 δυνατές επαναληπτικές διατάξεις.

(vi) ΄Εχουµε 13 επιλογές για τον πρώτο που ϑα επιλέξουµε, 12 επιλογές για τον δεύτερο, κ.ο.κ.
Συνεπώς, έχουµε συνολικά 13 · 12 · 11 · ... · 1 = 13! = 6, 227, 020, 800 µεταθέσεις.

(vii) Παρατηρήστε ότι τα ϕύλλα µοιράζονται µε την σειρά, συνεπώς ψάχνουµε για διατεταγµένες
8-άδες. ΄Εχουµε 52 επιλογές για το πρώτο χαρτί, 51 επιλογές για το δεύτερο χαρτί, κ.ο.κ.
Συνεπώς, έχουµε 52!

(52−8)! = 30, 342, 338, 208, 000 διαφορετικές 8-άδες.

(viii) Κάθε κέρµα έχει 2 δυνατά αποτελέσµατα και κάθε Ϲάρι 6 δυνατά αποτελέσµατα. ΄Αρα, από την
πολλαπλασιαστική αρχή έχουµε 2 · 2 · 2 · 2 · 6 · 6 = 576 δυνατές εκδοχές.

΄Ασκηση 3

(i) Να υπολογιστεί το πλήθος των δυνατών αναγραµµατισµών (και χωρίς νόηµα) που µπορούν να
γίνουν από τα γράµµατα των παρακάτω λέξεων :

(α) ΚΡΙΜΑ

(ϐ) ΚΑΛΗΜΕΡΑ

(γ) ΠΑΠΑΚΙ

(δ) ΑΓΓΑΡΕΙΑ

(ii) Η οµάδα σας παίζει στην έδρα της 9 διαδοχικά παιχνίδια µε αντίπαλες οµάδες. Λόγω ¨νέας
εποχής-εξυγείανσης¨ στο ελληνικό ποδόσφαιρο, έχει προαποφασιστεί να έχει 4 νίκες, 3 ισο-
παλίες και 2 ήττες. Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει αυτό ;

Λύση

(i) Ο τύπος για τους ανασυνδυασµούς n αντικειµένων εκ των οποίων υπάρχουν k1 αντικείµενα
τύπου 1, k2 αντικείµενα τύπου 2, . . . , km αντικείµενα τύπου m είναι :

n!

k1! · k2! · k3! · · · km!

Με ϐάση αυτόν τον τύπο, η λύση του προβλήµατος έχει ως εξής :

(α) Με την λέξη ΚΡΙΜΑ µπορούµε να κάνουµε:

5!

1! · 1! · ... · 1!
= 5! = 120

αναγραµµατισµούς, αφού κανένα γράµµα δεν εµφανίζεται παραπάνω από 1 ϕορά.

(ϐ) Με την λέξη ΚΑΛΗΜΕΡΑ µπορούµε να κάνουµε:

8!

1! · 2! · 1! · 1! · 1! · 1! · 1!
=

8!

2!
=

40320

2
= 20160

αναγραµµατισµούς, αφού το γράµµα ”A” εµφανίζεται 2 ϕορές, και τα υπόλοιπα γράµ-
µατα από 1 ϕορά.
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(γ) Με την λέξη ΠΑΠΑΚΙ µπορούµε να κάνουµε:

6!

2! · 2! · 1! · 1!
=

6!

2! · 2!
=

720

4
= 180

αναγραµµατισµούς, αφού τα γράµµατα ”Π” και ”A” εµφανίζονται 2 ϕορές, και τα υ-
πόλοιπα γράµµατα από 1 ϕορά.

(δ) Με την λέξη ΑΓΓΑΡΕΙΑ µπορούµε να κάνουµε:

8!

3! · 2! · 1! · 1! · 1!
=

8!

3! · 2!
=

40320

12
= 3360

αναγραµµατισµούς, αφού το γράµµα ”A” εµφανίζεται 3 ϕορές, το γράµµα ”Γ” εµφα-
νίζεται 2 ϕορές, και τα υπόλοιπα γράµµατα από 1 ϕορά.

(ii) Εδώ απλά ϑέλουµε να µοιράσουµε 9 αντικείµενα (τα 9 παιχνίδια) σε τρεις κατηγορίες των
τεσσάρων, τριών και δύο. Συνεπώς υπάρχουν:(

9

4, 3, 2

)
=

9!

4!3!2!
= 1260

διαφορετικοί τρόποι για να γίνει κάτι τέτοιο.

Παρατήρηση: Εναλλακτικά, αν δεν ϑέλουµε να χρησιµοποιήσουµε έναν έτοιµο τύπο, σκε-
ϕτόµαστε ως εξής :

Η πρώτη νίκη µπορεί να εµφανιστεί σε οποιονδήποτε από 9 αγώνες, η δεύτερη σε οποιονδήποτε
από 8, κ.ο.κ., και για τα 9 αποτελέσµατα, λαµβάνοντας τελικά 9! δυνατά αποτελέσµατα.

Παρατηρήστε ότι οι νίκες εµφανίζονται µε 4! διαφορετικές σειρές, οι ισοπαλίες µε 3! διαφορε-
τικές σειρές, και οι ήττες µε 2! διαφορετικές σειρές.

Για κάθε µία συγκεκριµένη ακολουθία αποτελεσµάτων όπου οι νίκες/ισοπαλίες/ήττες δεν
είναι διακριτές, υπάρχουν 4! · 3! · 2! ακολουθίες όπου οι νίκες/ισοπαλίες/ήττες δεν είναι
διακριτές.

΄Αρα, αν X είναι ο Ϲητούµενος αριθµός, ϑα πρέπει :

X · 4! · 3! · 2! = 9!⇒ X =
9!

4!3!2!
= 1260.

΄Ασκηση 4

΄Ενα άτοµο έχει 8 ϕίλους, 5 από τους οποίους ϑέλει να καλέσει σε ένα πάρτι.

(i) Πόσες επιλογές έχει, αν δύο από τους ϕίλους του έχουν µαλώσει και δεν γίνεται να προσκλη-
ϑούν συγχρόνως;

(ii) Πόσες επιλογές έχει αν δύο από τους ϕίλους του είναι Ϲευγάρι και πρέπει να προσκληθούν
συγχρόνως;

Λύση

(i) Εδώ έχουµε 2 περιπτώσεις αν δύο άτοµα δε γίνεται να προσκληθούν συγχρόνως :

(αʹ) Είτε δε ϑα προσκληθεί κανένας εκ τους δύο

(ϐʹ) Είτε ϑα προσκληθεί µόνο ένας εκ των δύο

Στη συνέχεια, το σύνολο χωρίζεται σε δύο υποσύνολα:

• Το ένα περιέχει τα 2 άτοµα που έχουν µαλώσει

• Το άλλο περιέχει τα εναποµείναντα 6 από τα συνολικά 8 άτοµα



Πιθανότητες - 2020/Φροντιστήριο 4 4

Στην πρώτη περίπτωση, το άτοµο δε ϑα καλέσει κανένα από τους δύο, διαλέγοντας 0 άτοµα
από το σύνολο των 2, και ϑα καλέσει και τα 5 άτοµα από το σύνολο των 6.

Στη δεύτερη περίπτωση το άτοµο ϑα καλέσει έναν εκ των δύο, διαλέγοντας 1 άτοµο από το
σύνολο των 2, και ϑα καλέσει τα υπόλοιπα 4 άτοµα από το σύνολο των 6.

Οπότε, τελικά, το συνολικό πλήθος των επιλογών ϑα είναι :

C(2, 0) · C(6, 5) + C(2, 1) · C(6, 4) =

(
2

0

)
·
(

6

5

)
+

(
2

1

)
·
(

6

4

)
=

(
6

5

)
+ 2 ·

(
6

4

)
(ii) Εδώ έχουµε 2 περιπτώσεις αν δύο άτοµα είναι Ϲευγάρι :

(αʹ) Είτε δε ϑα προσκληθεί κανένας από τους δύο

(ϐʹ) Είτε ϑα προσκληθούν και οι δύο

Στη συνέχεια, το σύνολο χωρίζεται σε δύο υποσύνολα:

• Το ένα περιέχει τα 2 άτοµα που είναι Ϲευγάρι

• Το άλλο περιέχει τα εναποµείναντα 6 από τα συνολικά 8 άτοµα

Στην πρώτη περίπτωση, το άτοµο δε ϑα καλέσει κανένα από τους δύο, διαλέγοντας 0 άτοµα
από το σύνολο των 2. και ϑα καλέσει και τα 5 άτοµα από το σύνολο των 6.

Στη δεύτερη περίπτωση το άτοµο ϑα καλέσει και τους δύο, διαλέγοντας και τα 2 άτοµα από το
σύνολο των 2, και ϑα καλέσει τα υπόλοιπα 3 άτοµα από το σύνολο των 6.

Οπότε, τελικά, το συνολικό πλήθος των επιλογών ϑα είναι :

C(2, 0) · C(6, 5) + C(2, 2) · C(6, 3) =

(
2

0

)
·
(

6

5

)
+

(
2

2

)
·
(

6

3

)
=

(
6

5

)
+ 2 ·

(
6

3

)

΄Ασκηση 5

Τραβάµε 7 χαρτιά από µια καλά ανακατεµένη τράπουλα 52 χαρτιών. Να υπολογιστούν οι πιθανότη-
τες :

(i) Τα 7 χαρτιά να περιέχουν ακριβώς 3 άσσους

(ii) Τα 7 χαρτιά να περιέχουν ακριβώς 2 ϐαλέδες

(iii) Τα 7 χαρτιά να περιέχουν ακριβώς 3 άσσους ή 2 ϐαλέδες

Λύση

(i) Ορίζουµε το εξής ενδεχόµενο : A = {Τα 7 χαρτιά περιέχουν ακριβώς 3 άσσους}.
Συνολικά υπάρχουν

(
52
7

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 7 ϕύλλα από µια τράπουλα 52 ϕύλλων.

Ας µετρήσουµε πόσοι από τους συνδυασµούς αυτούς περιέχουν ακριβώς 3 άσσους.

Παρατήρηση: Το σκεπτικό είναι ότι χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε υποσύνολα, και

µετράµε τους συνδυασµούς µέσα σε αυτά.

Πιο συγκεκριµένα, εδώ έχουµε ένα υποσύνολο που περιέχει τους 4 άσσους, και άλλο ένα που
περιέχει τα υπόλοιπα 48 ϕύλλα τα οποία δεν είναι άσσοι, εκ των συνολικά 52 ϕύλων.

Υπάρχουν λοιπόν δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 3 από τους 4 άσσους, και δυνατοί τρόποι
να τραβήξουµε τα υπόλοιπα 4 ϕύλλα από τα 48 ϕύλλα της τράπουλας που έχουν αποµείνει.
Συνεπώς, υπάρχουν δυνατοί συνδυασµοί να τραβήξουµε 7 ϕύλλα που να περιέχουν ακριβώς
3 άσσους.



Πιθανότητες - 2020/Φροντιστήριο 4 5

Για να ϐρούµε την πιθανότητα ότι στα 7 ϕύλλα περιέχονται 3 άσσοι, διαιρούµε αυτόν τον
αριθµό µε το συνολικό πλήθος των δυνατών συνδυασµών να διαλέξουµε 7 ϕύλλα από µια
τράπουλα των 52 ϕύλλων, και τελικά έχουµε:

p1 =

(
4
3

)
·
(
48
4

)(
52
7

) =
4 · 194580

133784560
=

778320

133784560
= 0.0058.

(ii) Με ανάλογο συλλογισµό όπως παραπάνω, υπάρχουν
(
4
2

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 2 από

τους 4 ϐαλέδες, και
(
48
5

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε τα υπόλοιπα 5 ϕύλλα από τα 48 ϕύλλα

της τράπουλας που έχουν αποµείνει.

Συνεπώς, υπάρχουν
(
4
2

)
·
(
48
5

)
δυνατοί συνδυασµοί να τραβήξουµε 7 ϕύλλα, που να περιέχουν

ακριβώς 2 ϐαλέδες.

Η πιθανότητα στα 7 ϕύλλα να περιέχονται 2 ϐαλέδες είναι τελικά:

p2 =

(
4
2

)
·
(
48
5

)(
52
7

) =
6 · 1712304

133784560
=

10273824

133784560
= 0.0768.

(iii) Ορίζουµε τα εξής ενδεχόµενα:

• A = {Τραβήξαµε 7 ϕύλλα που περιέχουν ακριβώς 3 άσσους}
• B = {Τραβήξαµε 7 ϕύλλα που περιέχουν ακριβώς 2 ϐαλέδες}

Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι η πιθανότητα της ένωσης των ενδεχοµένων A, B:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Οι πιθανότητες P (A) και P (B) είναι γνωστές, από τα προηγούµενα ερωτήµατα, άρα πρέπει
να ϐρούµε την πιθανότητα P (A ∩B).

Το ενδεχόµενο (A∩B) συµβαίνει µε την επιλογή 3 από τους 4 άσσους, 2 από τους 4 ϐαλέδες,
και 2 από τα υπόλοιπα 44 ϕύλλα.

Συνολικά λοιπόν, υπάρχουν
(
4
3

)
·
(
4
2

)
·
(
44
2

)
δυνατοί τρόποι για να επιλέξουµε 7 ϕύλλα που

περιέχουν ακριβώς 3 άσσους και 2 ϐαλέδες. ΄Αρα,η πιθανότητα P (A ∩B) ϑα είναι :

P (A ∩B) =

(
4
3

)
·
(
4
2

)
·
(
44
2

)(
52
7

) =
4 · 6 · 946

133784560
=

22704

133784560
= 1.6971 · 10−4

Τελικά, η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι :

p3 = p1 + p2 − P (A ∩B) = 0.0058 + 0.0768− 1.6971 · 10−4 = 0.0828.

΄Ασκηση 6

100 ϕοιτητές, συµπεριλαµβανοµένων του Κώστα και της Ελένης, πρόκειται να χωριστούν σε 4 τάξεις
ίδιου µεγέθους, και αυτό ϑα γίνει µε τυχαίο τρόπο. Να υπολογιστεί η πιθανότητα ο Κώστας και η
Ελένη να καταλήξουν στην ίδια τάξη.

Λύση

Εφόσον δεν µας ενδιαφέρει η σειρά, ϑα πρέπει κατευθείαν να σκεφτούµε ότι πρέπει να χρησιµοποι-
ήσουµε συνδυασµούς για να ϐρούµε το Ϲητούµενο.
΄Εστω ότι έχουµε 4 τάξεις των 25 ϕοιτητών, τις Α, Β, Γ, ∆. Τότε, η πιθανότητα να ϐρίσκονται ο Κώστας
και η Ελένη µαζί σε µία συγκεκριµένη τάξη ϑα είναι :

p4 =
Πλήθος συνδυασµών που περιέχουν τον Κώστα και την Ελένη-π.χ. στην τάξη Α

Συνολικό πλήθος συνδυασµών 100 ϕοιτητών σε τάξεις των 25 ϕοιτητών
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Παρατήρηση: Σε τέτοιου είδους ασκήσεις, αρχικά σκεφτόµαστε τις περιπτώσεις να πραγ-

µατοποιηθεί το Ϲητούµενο ενδεχόµενο, και στη συνέχεια χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε

υποσύνολα, στα οποία µετράµε το πλήθος των συνδυασµών.

Εν προκειµένω, χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε ένα υποσύνολο που περιέχει τον Κώστα και την
Ελένη, και σε ένα άλλο υποσύνολο που περιέχει τους υπόλοιπους 98 ϕοιτητές.
Για να συµπληρωθεί η τάξη των 25 ϕοιτητών, από το πρώτο σύνολο διαλέγουµε και τους 2, ενώ από
δεύτερο υποσύνολο διαλέγουµε τους υπόλοιπους 23. Η πιθανότητα να συµβεί αυτό είναι :(

2
2

)
·
(
98
23

)(
100
25

)
Καθώς υπάρχουν συνολικά 4 διαφορετικές τάξεις (Α, Β, Γ, ∆), η πιθανότητα να ϐρίσκονται ο Κώστας
και η Ελένη µαζί σε κάποια από αυτές ϑα είναι :

p5 = 4 ·
(
2
2

)
·
(
98
23

)(
100
25

) = 4 · 1 · 1.4698 · 1022

2.4252 · 1023
=

5.8793 · 1022

2.4252 · 1023
= 0.2424.

Παρατήρηση: Εναλλακτικά, τοποθετούµε τον Κώστα σε µία συγκεκριµένη τάξη µε πιθανότητα 1
4

(όλες οι τάξεις ϑεωρούνται ισοπίθανες).
Για την Ελένη υπάρχουν 99 πιθανές τοποθετήσεις, από τις οποίες µόνο οι 24 την ϐάζουν στην ίδια
τάξη µε τον Κώστα.
Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα να (να µπουν µαζί σε οποιαδήποτε τάξη) ϑα είναι :

p5 = 4 · 1

4
· 24

99
=

24

99
= 0.2424.

΄Ασκηση 7

Η Αλίκη και ο Βασίλης παίζουν το ακόλουθο παιχνίδι : Πρώτα η Αλίκη επιλέγει τυχαία 4 από τα 52
ϕύλλα µίας τράπουλας, τα αποµνηµονεύει, και τα επανατοποθετεί πίσω στην τράπουλα. ΄Υστερα,
ο Βασίλης επιλέγει τυχαία 8 ϕύλλα από την ίδια τράπουλα. Η Αλίκη κερδίζει αν στα ϕύλλα που
επέλεξε ο Βασίλης ϐρίσκονται τα 4 δικά της. Να υπολογιστεί η πιθανότητα να κερδίσει η Αλίκη.

Λύση

Χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε ένα υποσύνολο που περιέχει τα 4 ϕύλλα ης Αλίκης, και σε ένα άλλο
που περιέχει τα υπόλοιπα 48 ϕύλλα της τράπουλας.
Για να κερδίσει η Αλίκη ϑα πρέπει ο Βασίλης να επιλέξει και τα 4 ϕύλλα από το πρώτο σύνολο.
Εφόσον τα 4 ϕύλλα της Αλίκης είναι συγκεκριµένα, ο Βασίλης πρέπει να διαλέξει επιπλέον 4
οποιαδήποτε ϕύλλα από το δεύτερο σύνολο. Συνεπώς, το συνολικό πλήθος των δυνατών συνδυασµών
ϕύλλων του Βασίλη στους οποίους περιλαµβάνονται τα 4 ϕύλλα της Αλίκης είναι :

(
4
4

)
·
(
48
4

)
.

Το συνολικό πλήθος των τρόπων µε τους οποίους ο Βασίλης µπορεί να διαλέξει οποιαδήποτε 8 από
τα συνολικά 52 ϕύλλα της τράπουλας είναι :

(
52
8

)
.

΄Αρα, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι τελικά:

p6 =

(
4
4

)
·
(
48
4

)(
52
8

) =
1 · 194580

270725
=

194580

270725
= 0.7187

΄Ασκηση 8

Οι ϕοιτητές του Τµήµατος Επιστήµης Υπολογιστών αγαπούν το µάθηµα των Πιθανοτήτων (ΗΥ217),
και επιθυµούν να αυξηθεί η διδακτέα ύλη του. Ωστόσο, κάποιοι καθηγητές του τµήµατος αντιδρούν,
υποστηρίζοντας ότι σε ένα τέτοιο ενδεχόµενο, οι ϕοιτητές ϑα αφιερώνουν περισσότερο χρόνο στο
ΗΥ217, αµελώντας ταυτόχρονα τα υπόλοιπα µαθήµατά τους. Ως εκ τούτου, ϕοιτητές και καθηγητές
συµφωνούν να συσταθεί επιτροπή που ϑα εξετάσει το αίτηµα των ϕοιτητών. Για το σκοπό αυτό
ϑα λάβουν χώρα εκλογές όπου ϑα είναι υποψήφιοι 3 ϕοιτητές και 7 καθηγητές του τµήµατος.
Εκλέγονται τυχαία 3 άτοµα για την επιτροπή.
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(i) Ποια είναι η πιθανότητα να εκλεγούν στην επιτροπή τουλάχιστον ένας ϕοιτητής και τουλάχι-
στον ένας καθηγητής ;

(ii) Ας υποθέσουµε τώρα πως, ανάλογα µε τη σειρά εκλογής, αυτοί που εκλέγονται παίρνουν
διαφορετικούς ϱόλους στην επιτροπή (ο πρώτος γίνεται πρόεδρος, ο δεύτερος αντιπρόεδρος
και ο τρίτος γραµµατέας). Ποια είναι η πιθανότητα του ενδεχοµένου A να εκλεγεί ϕοιτητής
πρόεδρος και καθηγητές αντιπρόεδρος και γραµµατέας ;

Λύση

(i) ΄Εστω X το πλήθος των ϕοιτητών που επιλέχθηκαν, και Y το πλήθος των καθηγητών. Εφόσον
δεν µας ενδιαφέρει η διάταξη των τριών ατόµων, υπολογίζουµε την Ϲητούµενη πιθανότητα ως
εξής :

P (X ≥ 1, Y ≥ 1) = P ({X = 1, Y = 2} ∪ {X = 2, Y = 1})
= P ({X = 1, Y = 2}) + P ({X = 2, Y = 1}

=
(31)(

7
2)

(103 )
+

(32)(
7
1)

(103 )
= 21

40 + 7
40 = 28

40 = 0.7.

Παρατήρηση: Στη δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι τα ενδεχόµενα είναι ξένα
µεταξύ τους.

(ii) Εφόσον εδώ µας απασχολεί η σειρά µε την οποία επιλέγονται τα ¨αντικείµενα¨ (δηλαδή, τα
µέλη της επιτροπής), υπολογίζουµε αυτήν την πιθανότητα ϐάσει του νέου δειγµατικού χώρου
Ω ο οποίος περιέχει όλες τις διατεταγµένες 3-άδες, δηλαδή περιέχει :

|Ω| = 10!

(10− 3)!
= 720

στοιχεία.

Το πλήθος των 3-άδων που ανήκουν στο A είναι 3 × 7 × 6, αφού έχουµε 3 επιλογές για τον
ϕοιτητή που ϑα γίνει πρόεδρος, 7 επιλογές για τον καθηγητή που ϑα γίνει αντιπρόεδρος, και
6 επιλογές για τον καθηγητή που ϑα γίνει ταµίας (ανάµεσα στους 6 που µένουν). ΄Αρα, η
πιθανότητα του ενδεχοµένου που µας ενδιαφέρει ισούται µε :

P (A) =
3 · 7 · 6

720
=

7

40
' 0.175

΄Ασκηση 9

Το κατάστηµα της γειτονιάς σας πραγµατοποιεί εκκαθάριση. Τα πάντα πρέπει να πωληθούν, νέα
και παλιά. Το κατάστηµα έχει 1000 παλιά κοµµάτια και 1500 καινούρια. Το πρόβληµα είναι ότι
15% των παλιών είναι ελαττωµατικά καθώς και 5% των νέων.

(i) Ρίχνετε ένα δίκαιο κέρµα για να αποφασίσετε αν ϑα αγοράσετε παλιό ή νέο προϊόν. ∆ιαλέγετε
2 κοµµατια του ίδιου τύπου (νέα ή παλιά) ανάλογα µε το αποτέλεσµα µιας και µοναδικής
ϱίψης του κέρµατος. Ποια η πιθανότητα ότι και τα 2 ϑα είναι ελαττωµατικά;

(ii) ∆εδοµέων των συνθηκών στο (i), και του ότι και τα 2 αντικείµενα είναι ελαττωµατικά, ποια είναι
η πιθανότητα ότι και τα 2 ϑα είναι παλιά κοµµάτια;

Λύση

(i) Ορίζουµε τα εξής ενδεχόµενα:

A = {Τα επιλεγµένα κοµµάτια είναι ελαττωµατικά}
B1 = {Επιλέγονται δύο παλιά κοµµάτια}
B2 = {Επιλέγονται δύο νέα κοµµάτια}
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Τα ενδεχόµενα B1 και B2 είναι ξένα, και και αποτελούν µια διαµέριση του Ω, το καθένα
µε ϑετική πιθανότητα. Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Ολικής
Πιθανότητας, ισούται µε :

P (A) = P (B1) · P (A|B1) + P (B2) · P (A|B2)

Τα κοµµάτια έχουν ίση πιθανότητα να είναι καινούρια ή παλιά, λόγω της επιλογής µέσω ϱίψης
δίκαιου κέρµατος. ΄Αρα, έχουµε:

P (B1) = P (B2) =
1

2

Υπάρχουν
(
1000
2

)
τρόποι, µε ίση πιθανότητα, επιλογής 2 παλιών κοµµατιών από ένα σύνολο

από 1000 παλιά κοµµάτια. Εφόσον 15% των παλιών κοµµατιών είναι ελαττωµατικά, υπάρχουν
150 ελαττωµατικά παλιά κοµµάτια.
Υπάρχουν

(
150
2

)
τρόποι επιλογής 2 ελαττωµατικών παλιών κοµµατιών από ένα σύνολο από 150

ελαττωµατικά παλιά κοµµάτια. Εποµένως ϑα έχουµε:

P (A|B1) =

(
150
2

)(
1000
2

)
Παροµοίως, ένα 5% από τα νέα κοµµάτια (75) είναι ελαττωµατικά. ∆εδοµένου ότι 2 νέα κοµ-
µάτια επιλέγονται ϑα έχουµε:

P (A|B2) =

(
75
2

)(
1500
2

)
΄Αρα, τελικά, έχουµε:

P (A) =
1

2
·
(
150
2

)(
1000
2

) +
1

2
·
(
75
2

)(
1500
2

)
(ii) Ψάχνουµε την πιθανότητα: P (B1|A).

Παρατήρηση: Σε αντιστοιχία µε τη ϑεωρία, η παρατήρηση/αποτέλεσµα είναι ότι τα αντικε-
ίµενα είναι ελαττωµατικά, και η αιτία (για την οποία ψάχνουµε) είναι το κατά πόσον συµβάλλει
στο αποτέλεσµα η παλαιότητα των κοµµατιών.

Χρησιµοποιώντας λοιπόν τον κανόνα του Bayes, έχουµε:

P (B1|A) =
P (B1) · P (A|B1)

P (B1) · P (A|B1) + P (B2) · P (A|B2)

=
1/2 · (1502 )

(10002 )

1/2 · (1502 )
(10002 )

+ 1/2 · (752 )
(15002 )


