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∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Φροντιστήριο 11

΄Ασκηση 1

Θεωρούµε την Τ.Μ. X η οποία είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη µεταξύ των τιµών 1 και 2, δηλαδή:
Χ∼ U [1,2]. Ορίζουµε µια νέα τυχαία µεταβλητή ως εξής : Y = e−2X.

(i) Να γίνει η γραφική παράσταση της Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας της Τ.Μ X, fX(x),
καθώς και αυτή του µετασχηµατισµού Y = e−2X.

(ii) Να υπολογιστεί η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής της Τ.Μ. Y , FY (y), και να γίνει η γρα-
ϕική της παράσταση.

(iii) Να υπολογιστεί η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας της Τ.Μ. Y , fY (y), και να γίνει η
γραφική της παράσταση.

(iv) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (Y ≤ e−3).

Λύση

(i) Από την ϑεωρία γνωρίζουµε ως όταν η συνεχής Τ.Μ. X ακολουθεί Οµοιόµορφη Κατανοµή στο
διάστηµα [a, b], η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) αυτής ϑα δίνεται από τον
παρακάτω τύπο:

fX(x) =

{
1

b−a a ≤ x ≤ b
0 αλλιώς

Με ϐάση την εκφώνηση της ΄Ασκησης, προκύπτει ότι :{
a = 1

b = 2

΄Αρα, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) ϑα είναι τελικά:

fX(x) =

{
1 1 ≤ x ≤ 2

0 αλλιώς

Η γραφική παράσταση της Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας της X, fX(x), ϕαίνεται στο
Σχήµα 1 (περιορισµένη στο διάστηµα [−5, 5]).
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Σχήµα 1: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x).

Η γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού Y = g(X) ϕαίνεται στο Σχήµα 2 (περιορισµένη

στο διάστηµα [−5, 5]).
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Σχήµα 2: Μετασχηµατισµός Y = g(X).

(ii) Από το Σχήµα 2 ϐλέπουµε ότι η Τ.Μ Y παίρνει τιµές στο διάστηµα [e−4, e−2] = [0.019448, 0.13534].
΄Αρα, ϑεωρούµε τις εξής περιπτώσεις :

(a) Για y < e−4, έχουµε:

FY (y) = 0

(b) Για e−4 ≤ y < e−2, έχουµε:

FY (y) = P (Y < y) = P (e−2X < y) = P (−2X < lny) = P (X > −1

2
lny) =∫ +∞

− 1
2
lny

1dx =

∫ 2

− 1
2
lny

1dx =
[
x
]2
− 1

2
lny

= 2 +
1

2
lny
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(c) Για y ≥ e−2, έχουµε:

FY (y) = 1

΄Αρα, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής της Τ.Μ. Y , FY (y), ϑα είναι τελικά:

FY (y) =


0 y < e−4

2 + 1
2 lny e−4 ≤ y < e−2

1 y ≥ e−2

Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της FY (y) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική
παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [0, 0.5]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 3.
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Σχήµα 3: Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής FY (y).

(iii) Με γνωστή την Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας
δίνεται από τον εξής τύπο:

fY (y) =
dFY (y)

dy

Με ϐάση την δοσµένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, έχουµε:

fY (y) =

{
1
2y e−4 ≤ y < e−2

0 αλλιώς

Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της fY (y) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική
παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [0, 0.5]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 4.

(iv) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, έχουµε:

P (Y ≤ e−3) = FY (e−3) = 2 +
1

2
ln(e−3) = 2− 3

2
=

1

2
= 0.5
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Σχήµα 4: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fY (y).

΄Ασκηση 2

΄Εστω τ.µ. X µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

fX(x) =

{
1− |x| |x| < 1
0 αλλιώς.

Ορίζουµε µια νέα τ.µ. Y ως εξής :

Y = g(X) = b3(X + 1)

2
c

όπου bac συµβολίζει το ακέραιο µέρος του a, δηλαδή bac = max{m ∈ Z | m ≤ a}.

(α) ∆ώστε τις γραφικές παραστάσεις της σ.π.π. της τ.µ. X καθώς και του µετασχηµατισµού Y =
g(X).

(ϐ) Τι είδους τ.µ. είναι η Y ; Υπολογίστε την κατανοµή της.

Λύση

(α)

x

f (x)x

1-1

1

x

Y = g(X)

1-1

3

2

1

1/3-1/3

Η Y παίρνει τις τιµές 0,1,2,3 ανάλογα αν −1 ≤ X < −
1

3
, −

1

3
≤ X <

1

3
,

1

3
≤ X < 1 , X = 1
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(ϐ)

x

f (x)x

1-1

1

A
B

Γ

Καθαρά, η τ.µ. Y είναι διακριτή.

P (Y = 0) = P (−1 ≤ X < −
1

3
) = E(A) =

2

9

P (Y = 1) = P (−
1

3
≤ X <

1

3
) = E(B) =

5

9

P (Y = 2) = P (
1

3
≤ X < 1) = E(Γ) =

2

9
P (Y = 3) = 0

΄Ασκηση 3

΄Εστω X τ.µ. µε σ.π.π.:

fX(x) =



1

2
, x ∈ [−1, 0),

4

9
x2, x ∈ [0, c],

0, αλλιώς.

(α) Βρείτε την τιµή της σταθεράς c, ώστε η fX(x) να είναι µία έγκυρη σ.π.π.

(ϐ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FX(x), για όλα τα x.

(γ) Υπολογίστε τις µέσες τιµές E[X] και E[X3].

(δ) ΄Εστω Y =
√
X. Βρείτε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FY (y).

Λύση

(α) ∆εδοµένου ότι η f είναι µη αρνητική για όλα τα x, ϑα πρέπει :

1 =

∫ ∞
−∞

fX(x)dx =

∫ 0

−1

1

2
dx+

∫ c

0

4

9
x2dx =

1

2
x|0−1 +

4x3

27
|c0 = 0 +

1

2
+

4c3

27
− 0 =

8c3

54
+

27

54

Τελικά:

8c3 = 27↔ c =
3

2
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(ϐ) FX(x) = 0 για x < −1 και FX(x) = 1 για x > c. Ακόµη:

Για −1 ≤ x < 0:

FX(x) =

∫ x

−1

1

2
dx =

x+ 1

2

Για 0 ≤ x ≤ c:

FX(x) =

∫ 0

−1

1

2
dx+

∫ x

0

4

9
x2dx =

1

2
+

4x3

27

Τελικά:

FX(x) =



0, x < −1,

x+ 1

2
, −1 ≤ x < 0,

1

2
+

4x3

27
, 0 ≤ x ≤ c,

1, x > c.

(γ)

E[X] =

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx =

∫ 0

−1

1

2
xdx+

∫ c

0

4

9
x3dx =

c4

9
− 1

4

E[X3] =

∫ ∞
−∞

x3fX(x)dx =

∫ 0

−1

1

2
x3dx+

∫ c

0

4

9
x5dx =

4c6

54
− 1

8

(δ) Η Y =
√
X ορίζεται µόνο για x ≥ 0, µε 0 ≤ y ≤

√
c αντίστοιχα. ΄Εχουµε:

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (
√
X ≤ y) = P (X ≤ y2) = FX(y2)

Τελικά:

FY (y) =


1

2
+

4y6

27
, 0 ≤ y ≤

√
c,

1, y >
√
c.



Πιθανότητες - 2020/Φροντιστήριο 11 7

΄Ασκηση 4

΄Εστω X, Y και Z τ.µ., όλες µε µέση τιµή 0 και διασπορά 20. Ακόµη ισχύει, Cov(X,Y ) =
Cov(X,Z) = 10 και Cov(Y,Z) = 5. Υπολογίστε τα παρακάτω:

(i) Cov(X + Y,X − Y ).
(ii) Cov(3X + Z, 3X + Y ).
(iii) E[(X + Y )2].

Λύση

(i) Cov(X + Y,X − Y ) = E[(X + Y )(X − Y )] − E[X + Y ]E[X − Y ] = E[X2 − Y 2] − 0 =
E[X2]− E[Y 2] = var(X) + (E[X])2 − var(Y )− (E[Y ])2 = var(X)− var(Y ) = 0

(ii) Cov(3X + Z, 3X + Y ) = E[(3X + Z)(3X + Y )] − E[3X + Z]E[3X + Y ] = E[9X2 + 3XY +
3XZ + Y Z]− 0 = E[9X2] +E[3XY ] +E[3XZ] +E[Y Z] = 9var(X) + 9(E[X])2 + 3cov(X,Y ) +
3cov(X,Z) + cov(Y, Z) = 9 · 20 + 0 + 3 · 10 + 3 · 10 + 5 = 245

(iii) E[(X + Y )2] = var(X + Y ) + (E[X + Y ])2 = var(X + Y ) = var(X) + var(Y ) + 2cov(X,Y ) =
20 + 20 + 2 · 10 = 60


