
΄Ασκηση 1 Θεωρούμε τις Τ.Μ. X και Y με από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας που
δίνεται από τον εξής τύπο:

fXY (x, y) =

{
c(2x+ y) 2 < x < 6, 0 < y < 5

0 αλλιώς

, όπου c σταθερά με c ∈ R.

(i) Να βρεθεί η τιμή της σταθεράς c.

(ii) Να βρεθούν οι περιθώριες Συναρτήσεις Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x) και fY (y).

(iii) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (3 < X < 4, Y > 2)

(iv) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (X > 3)

(v) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (X + Y > 4)

(vi) Είναι οι Τ.Μ. X και Y ανεξάρτητες;

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-217: Πιθανότητες-Χειµερινό Εξάµηνο 2020 
∆ιδάσκων : Π. Τσακαλίδης

Φροντιστήριο 10

Λύση

(i) Για να αποτελεί η fXY (x, y) µία έγκυρη από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, ϑα
πρέπει να ικανοποιεί την Συνθήκη Κανονικοποίησης :

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dydx = 1⇔

∫ 6

2

∫ 5

0
[c(2x+ y)]dydx = 1⇔ c

∫ 6

2

(
2x

[
y

]5
0

+

[
y2

2

]5
0

)
dx = 1

⇔ c

∫ 6

2

(
10x+

25

2

)
= 1⇔ c 10

x2

2

( [ ]6
2

+
25

2

[
x

]6
2

)
= 1⇔ c[10 · 16 + 25

2
· 4] = 1⇔ 210c = 1⇔ c =

1

210

΄Αρα, τελικά, η από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fXY (x, y), ϑα δίνεται από
τον τύπο:

fXY (x, y) =

{
1

210(2x+ y) 2 < x < 6, 0 < y < 5

0 αλλιώς

Σχεδιάζοντας τα επιτρεπτά πεδία τιµών των Τ.Μ. X, Y , λαµβάνουµε την γραφική παράσταση
του συνόλου τιµών της από κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας (περιορισµένη στο
διάστηµα [0, 7]× [0, 6]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Σύνολο Τιµών της από κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας fXY (x, y).

(ii) Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , η Συνάρτηση
Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x) δίνεται από τον εξής τύπο:

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy

Για 2 < x < 6 έχουµε ότι :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy =

∫ 5

0

(
1

210
(2x+ y)

)
dy =

1

210

(
2x

[
y

]5
0

+

[
y2

2

]5
0

)
=

1

210

(
10x+

25

2

)
΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX(x), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fX(x) =

{
1

210(10x+ 25
2

0

) 2 < x < 6

αλλιώς

Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , η Συνάρτηση
Πυκνότητας Πιθανότητας fY (y) δίνεται από τον εξής τύπο:

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dx

Για 0 < y < 5 έχουµε ότι :

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dx =

∫ 6

2

(
1

210
(2x+ y)

)
dx =

1

210

(
2

[
x2

2

]6
2

+ y

[
x

]6
2

)
=

1

210
(32 + 4y)

΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fY (y), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fY (y) =

{
1

210(4y + 32) 0 < y < 5

0 αλλιώς
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(iii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων της από
κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας, έχουµε:

P (3 < X < 4, Y > 2) =

∫ 4

3

∫ 5

fXY (x, y)dydx =

∫ 4

3

∫ 5

2

(
1

210
(2x+ y)

)
dydx

=
1

210

[ ∫ 4

3

(
2x

[
y

]5
2

+

[
y2

2

]5
2

)
dx

]
=

1

210

2[ ∫ 4

3
6x+

21

2
dx

( ) ]
=

1

210

(
6

[
x2

2

]4
3

+
21

2

[
x

]4
3

)
=

1

210

(
6 · 7

2
+

21

2

)
=

1

210
· 63
2

=
63

420
=

3

20

(iv) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων της από
κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας, έχουµε:

P (X > 3) =

∫ 6

3

∫ 5 ∫ 6

3

∫ 5

0

(
1

210
(2x+ y)

)
dydx

=
1

210

[ ∫ 6

3

(
2x

[
y

]5
0

+

[
y2

2

]5
0

)
dx

]
=

1

210

0[ ∫ 6

3
10x+

25

2

)
dx

fXY (x, y)dydx =( ]
=

1

210

(
10

[
x2

2

]6
3

+
25

2

[
x

]6
3

)
=

1

210

(
10 · 27

2
+ 3 · 25

2

)
=

1

210
· 345

2
=

345

420
=

23

28

(v) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, µε ϐάση το Σχήµα 2, έχουµε:
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Line Equation: X+Y=4
Joint PDF acceptable range values

Σχήµα 2: Γραφικός υπολογισµός της P (X + Y > 4).

P (X + Y > 4) = 1− P (X + Y ≤ 4) = 1−
∫ 4

2

∫ 4−x

0
fXY (x, y)dydx = 1−

∫ 4

2

∫ 4−x

0

(
1

210
(2x+ y)

)
dydx

= 1− 1

210

[ ∫ 4

2

(
2x

[
y

]4−x
+

[
y2

2 )0
)
dx

]4−x ]
= 1− 1

210

[ ∫ 4

2

(
2x(4− x) + (4− x)2

2

)
dx

]
= 1− 1

210

[ ∫ 4

2

( 0

x2 − 8x+ 16

2
dx

]
= 1− 1

210

[ ∫ 4

2

(
8x− 2x2 +

1

2
x2 − 4x+ 8

)
dx

]
= 1− 1

210

8x− 2x2 +[ ∫ 4

2

(
− 3

2
x2 + 4x+ 8

)
dx

]
= 1− 1

210

(
− 3

2

x3

3

[ ]4
2

+ 4

[
x2

2

]4
2

+ 8

[
x

]4
2

)
= 1− 1

210

(
− 3

2
· 56
3

+ 4 · 12
2

+ 8 · 2
)

= 1− 1

210
(−28 + 24 + 16) = 1− 1

210
· 12 =

198

210
=

33

35



(vi) Παρατηρούµε ότι εν προκειµένω ισχύει η σχέση:

f(x, y) 6= fX(x)fY (y)

Ως εκ τούτου, οι Τ.Μ. X, Y δεν είναι ανεξάρτητες.

΄Ασκηση 2. Θεωρούμε τις Τ.Μ. X και Y με από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας που 
δίνεται από τον εξής τύπο:

fXY (x, y) =

{
y−1e

−y−
y
x

, x, y > 0

0 αλλιώς

(i) Να υπολογιστεί η περιθώρια Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fY (y).

(ii) Να υπολογιστεί η δεσμευμένη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX|Y (x | y).

(iii) Να υπολογιστεί η δεσμευμένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανομής FX|Y (x | y).

(iv) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (X > 1 | Y = y).

(v) Να υπολογιστεί η δεσμευμένη Μέση Τιμή E[X | Y = y], y > 0.

Λύση

(i) Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , η Συνάρτηση
Πυκνότητας Πιθανότητας fY (y) δίνεται από τον εξής τύπο:

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dx

Για y > 0 έχουµε ότι :

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dx =

∫ +∞

0

(
y−1e

−y−
y
x
)
dx =

e−y

y

∫ +∞
e
−

y
x

dx =
e−y

y

[
− ye− y

x
]+∞
0

=
e−y

y

[
− lim

x→+∞

(0
y

e
x
y

)
+ y

]
=

e−y

y
(0 + y) = e−y

΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fY (y), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fY (y) =

{
e−y y > 0

0 αλλιώς

(ii) Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , καθώς και την Συ-
νάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fY (y), η δεσµευµένη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας
fX|Y (x | y) δίνεται από τον εξής τύπο:

fX|Y (x | y) =
fXY (x, y)

fY (y)
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Για x, y > 0 έχουµε ότι :

fX|Y (x | y) =
fXY (x, y)

fY (y)
=
y−1e

−y−
y
x

e−y
=

e
−

y
x

y

΄Αρα, τελικά, η δεσµευµένη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX|Y (x | y), ϑα δίνεται από
τον τύπο:

fX|Y (x | y) =

{
e
− x

y

y x, y > 0

0 αλλιώς

(iii) Με γνωστή την δεσµευµένη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX|Y (x | y), η δεσµευµένη
Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής FX|Y (x | y) δίνεται από τον εξής τύπο:

FX|Y (x | y) =
∫ x

−∞
fX|Y (z | y)dz

Για x, y > 0 έχουµε ότι :

FX|Y (x | y) =
∫ x

−∞
fX|Y (z | y)dz =

∫ x

fX|Y (z | y)dz =
∫ x

0

1

y
e
−

y
z

dz

=
1

y

[
− ye− y

z

0]x
0

=
1

y
(−ye− y

x

+ y) = e
−

y
x

+ 1

΄Αρα, τελικά, η δεσµευµένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, fX|Y (x | y), ϑα δίνεται από
τον τύπο:

FX|Y (x | y) =

{
e
−

y
x

+ 1 x, y > 0

0 αλλιώς

(iv) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, εφαρµόζοντας τις ιδιότητες της Αθροιστικής
Συνάρτησης Κατανοµής, έχουµε:

P (X > 1 | Y = y) = 1− P (X ≤ 1 | Y = y) = 1− FX|Y (1, y) = 1− (1− e
−

y
1

) = e
−

y
1

(v) Για τον υπολογισµό της δεσµευµένης Μέσης Τιµής E[X | Y = y], y > 0, έχουµε:

E(X | Y = y) =

∫ +∞

−∞
xfX|Y (x | y)dx =

∫ +∞

0
x
1

y
e
−

y
x

dx =
1

y

∫ +∞

0
xe
−

y
x

dx

=
1

y

([
− xye− y

x
]+∞
0

+

∫ +∞

0
ye
−

y
x

dx

)
=

1

y

(
0 + y

∫ +∞

0
ye
−

y
x

dx

)
=

∫ +∞

0
e
−

y
x

dx =

[
− ye− y

x
]+∞
0

=

[
− lim

x→+∞

(
y

e
x
y

)
+ y

]
= 0 + y = y
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΄Ασκηση 3. Οι συνεχείς Τ.Μ. X και Y έχουν σύνολο τιμών το γραμμοσκιασμένο χωρίο SXY που 
φαίνεται στο Σχήμα 1.
Οι X και Y ακολουθούν από κοινού Ομοιόμορφη Κατανομή που δίνεται από τον εξής τύπο:

fXY (x, y) =

{
c, (x, y) ∈ SXY

0 αλλιώς

, όπου c σταθερά με c ∈ R.

0 1 2 3 4

X

0

1

2

3

4

Y

Joint Probability Density Function Range

S
XY

:Joint PDF acceptable range values

(i) Να υπολογιστεί η σταθερά c.

(ii) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (Y < X − 1).

(iii) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P [(X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 > (0.5)2].

(iv) Να υπολογιστεί η περιθώρια Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x).

Σχήμα 1: Σύνολο Τιμών της από κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας fXY (x, y).

Λύση

(i) Από το σχήµα που δίνεται στην εκφώνησης της Εργασίας, έχουµε:

ESXY
= E − 2 · EΤετραγώνου = 9− 2 · 1 = 7

Εποµένως, για την σταθερά c ϑα ισχύει :

c · ESXY
= 1⇔ c =

1

ESXY

⇔ c =
1

7

΄Αρα, τελικά, η από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fXY (x, y), ϑα δίνεται από
τον τύπο:

fXY (x, y) =

{
1
7 , (x, y) ∈ SXY

0 αλλιώς
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(ii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, µε ϐάση το Σχήµα 3, έχουµε:

0 1 2 3 4

X

0

1

2

3

4

Y

Joint Probability Density Function Range

 range valuesS
XY

: Joint PDF not-acceptable

X-Y=1Line Equation: 
S

XY
: Joint PDF acceptable range values

Σχήµα 3: Γραφικός υπολογισµός της P (Y < X − 1).

P (Y < X − 1) = c · EΤραπεζίου =
1

7
· (1 + 2) · 1

2
=

3

14

(iii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενη πιθανότητας, ουσιαστικά χρειάζεται να υπολογίσουµε την
πιθανότητα να ϐρεθούµε εκτός του κύκλου µε κέντρο το K(1.5, 1.5) και ακτίνα ρ = 0.5.
Οπότε, µε ϐάση το Σχήµα 4, έχουµε:

0 1 2 3 4

X

0

1

2

3

4

Y

Joint Probability Density Function Range

S
XY

: Joint PDF acceptable range values

S
XY

: Joint PDF not-acceptable range values

Circle Equation: (X-1.5)2+(Y-1.5)2=(0.5)2

Σχήµα 4: Γραφικός υπολογισµός της P [(X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 > (0.5)2].

P [(X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 > (0.5)2] = 1− P [(X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 ≤ (0.5)2] = 1− c · EΚύκλου
1

7

1

7

1

7
= 1− · πρ2 = 1− · π(0.5)2 = 1− · 0.25π = 1− 0.0357π ≈ 1− 0.1122 = 0.8878
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(iv) Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , η Συνάρτηση
Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x) δίνεται από τον εξής τύπο:

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy

Για x < 0 έχουµε ότι :
fX(x) = 0

Για 0 ≤ x < 1 έχουµε ότι :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy =

∫ 1

0

1

7
dy +

∫ 3

2

1

7
dy =

1

7
·
[
y

]1
0

+
1

7
·
[
y

]3
2

=
1

7
· 1 + 1

7
· 1 =

2

7

Για 1 ≤ x < 2 έχουµε ότι :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy =

∫ 3

0

1

7
dy =

1

7
·
[
y

]3
0

=
1

7
· 3 =

3

7

Για 2 ≤ x < 3 έχουµε ότι :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy =

∫ 1

0

1

7
dy +

∫ 3

2

1

7
dy =

1

7
·
[
y

]1
0

+
1

7
·
[
y

]3
2

=
1

7
· 1 + 1

7
· 1 =

2

7

Για x ≥ 3 έχουµε ότι :
fX(x) = 0

΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX(x), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fX(x) =



0 x < 0
2
7 0 ≤ x < 1
3
7 1 ≤ x < 2
2
7 2 ≤ x < 3

0 x ≥ 3
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