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Λύσεις Τελικής Εξέτασης - 31 Αυγούστου 2021

Θέµα 1 - 25 µονάδες

(α) Η γραφική παράσταση της σ.π.π. της τ.µ. X ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση της fX(x).
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Για x ≥ 0:
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Συνεπώς, η α.σ.κ. της τ.µ. X είναι η

FX(x) =

{
1
2e
x , x ≤ 0

1− 1
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−x , x ≥ 0

µε γραφική παράσταση που ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Η γραφική παράσταση της FX(x).

(γ) P (X ≤ 2 ή X ≥ 0) = P (−∞ < X < +∞) = 1

(δ) P (X ≤ 2 και X ≥ 0) = P (0 ≤ X ≤ 2) = FX(2)− FX(0) = (1− 1
2e
−2)− 1
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Θέµα 2 - 25 µονάδες.

(αʹ) Είναι :

P (| X |< 2) = P (−2 < X < 2) = P (
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(ϐʹ) Είναι :

E[(X + 2)2] = E[X2 + 4X + 4] = E[X2] + 4E[X] + 4

= var(X) + E2[X] + 4E[X] + 4

= 36 + 11 + 4 · 1 + 4 = 45.

(γʹ) Εφόσον Y = (X − 12), η τ.µ. Y παίρνει µη-αρνητικές τιµές. Συνεπώς, fY (y), για y < 0.

Για y ≥ 0, έχουµε:

FY (y) = P (Y ≤ y) = P
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Συνεπώς, έχουµε: fY (y) = d
dyFY (y) = 2 d

dyΦ(
√
y
6 ).

Η Φ(u) είναι η ΑΣΚ της τυπικής Γκαουσιανής : Φ′(u) = 1√
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΄Ετσι, τελικά, έχουµε:
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Θέµα 3 - 25 µονάδες.

αʹ) Γνωρίζουµε ότι για τη Λαπλασιανή τ.µ. η συνάρτηση πιθανότητας δίνεται από την fX(x) =
λe−λx και η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας από την FX(x) = 1− e−λx

Σχήµα 3: fX(x) = λe−λx
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Σχήµα 4: Η γραφική παράσταση της Y .

ϐʹ) Προφανώς η τ.µ. Y είναι διακριτή µε πεδίο τιµών {0, 1, 2, . . . , }.

PY (k) = P (Y = k) = P (k ≤ X < k + 1)

= FX(k + 1)− FX(k)

= 1− e−λ(k+1) − (1− e−λk)
= e−λk − e−λ(k+1)

= e−λk(1− e−λ)

Εποµένως,

PY (k) =

{
e−λk(1− e−λ) , k = 0, 1, 2, . . .

0 , αλλού .
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Θέµα 4 - 25 µονάδες.

(αʹ) Η γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π. των X,Y ϕαίνεται στο Σχήµα 5:

Σχήµα 5: Η Ϲητούµενη γραφική παράσταση στο ερώτηµα 4 (α).

Το πεδίο τιµών των (X,Y ) είναι τα γραµµοσκιασµένα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΓ∆ όπου η fX,Y (x, y)
παίρνει τιµή c. Πρέπει :

∫∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y) dx dy = 1⇒ c · ΕΟΑΒ + c · ΕΟΓ∆ = 1⇒ c =

1

2

(ϐʹ) Προφανώς, −1 ≤ x ≤ 1 είναι το πεδίο τιµών της τ.µ. X.

� Για −1 ≤ x ≤ 0: fX(x) =
∫ +∞
−∞ fX,Y (x, y) dy =

∫ x
y=−1 c dy +

∫ 1
y=−x c dy = 1 + x

� Για 0 ≤ x ≤ 1: fX(x) =
∫ −x
y=−1 c dy +

∫ 1
y=x c dy = 1− x

΄Αρα:

fX(x) =


1 + x, −1 ≤ x ≤ 0

1− x, 0 ≤ x ≤ 1

0, αλλού

 = 1− |x|, |x| ≤ 1

(γʹ) Με τη ϐοήθεια του Σχήµατος 6 έχουµε:

P (X2+Y 2 ≤ 1) = c·ΕΟΖΗΘ+c·ΕΟΚΛΜ = c·(Εµβαδόν µισού κύκλου ακτίνας 1) = c·1
2
·π·12 =

π

4
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Σχήµα 6: Η Ϲητούµενη γραφική παράσταση στο ερώτηµα 4 (γ).


