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Θέµα 2

Θέµα 2.1

΄Ενας ϕοιτητής του Τµήµατος Επιστήµης Υπολογιστών ολοκληρώνει επιτυχώς τις σπουδές του, και
κατατάσσεται για να υπηρετήσει στον Ελληνικό Στρατό. Επειδή τις πρώτες µέρες ϕαίνεται αρκετά
¨ανήσυχος¨ µέσα στο στρατόπεδο, ο λοχαγός του αποφασίζει να τον ηρεµήσει µε πρωινή γυµναστική.
Πιο συγκεκριµένα, ο ϕαντάρος (πλέον) ϐρίσκεται στη µέση του γηπέδου της µονάδας του, κοιτώντας
προς τη µία εστία. Ο λοχαγός διατάζει τον ϕαντάρο να αρχίζει να κινείται κατά µήκος του γηπέδου
(προς τα µπροστά ή προς τα πίσω σε ευθεία, και όχι διαγώνια) πραγµατοποιώντας 1 ϐήµα κάθε
δευτερόλεπτο. Σε κάθε του ϐήµα µετακινείται µπροστά κατά 1 µέτρο µε πιθανότητα 80% και πίσω
κατά 1 µέτρο µε πιθανότητα 20%, ανεξάρτητα µεταξύ των ϐηµάτων.

(i) ΄Εστω X η τ.µ. που αντιπροσωπεύει το πλήθος των ϐηµάτων προς τα µπροστά που µετακινείται
ο ϕαντάρος σε διάστηµα 10 δευτερολέπτων. Να υπολογίσετε τη συνάρτηση πιθανότητας της
τ.µ. X, pX(x), τη µέση τιµή E[X] και τη διασπορά var(X).

(ii) ΄Εστω Y η τ.µ. που αντιπροσωπεύει τη ϑέση του ϕαντάρου µέσα στο γήπεδο (σε µέτρα) µετά
από 10 δευτερόλεπτα. Να υπολογίσετε την συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Y , τη µέση τιµή
E[Y ] και τη διασπορά var(Y ).

Λύση:

(i) Με ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, καταλαβαίνουµε ότι η τ.µ. X ακολουθεί ∆ιωνυµική
κατανοµή, µε παραµέτρους (10, 0.8). Ως εκ τούτου, η συνάρτηση πιθανότητας αυτής ϑα
δίνεται από τον εξής τύπο:

pX(k) =

(
10

k

)
(0.8)k(0.2)10−k, k = 0, 1, 2, ..., 10.

Με ϐάση τη ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη ∆ιωνυµική κατανοµή ισχύουν:

• E[X] = np = 10 · 0.8 = 8

• var(X) = np(1− p) = 10 · 0.8 · 0.2 = 1.6

(ii) Σε 10 δευτερόλεπτα ο ϕαντάρος κινείται X ϐήµατα (και αντίστοιχα µέτρα) προς τα µπροστά,
και άρα 10−X ϐήµατα (και αντίστοιχα µέτρα) προς τα πίσω. ΄Αρα, για την τ.µ. Y , έχουµε:

Y = X − (10−X) = 2X − 10

΄Οταν η τ.µ. X παίρνει τις τιµές {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, η τ.µ. Y παίρνει τις τιµές
{−10,−8,−6,−4,−2, 0, 2, 4, 6, 8, 10} αντίστοιχα. Οι πιθανότητες µε τις οποίες γίνεται αυτό
και άρα η pY (k) είναι :

P (Y = 2k − 10) = P (X = k) =

(
10

k

)
(0.8)k(0.2)10−k, k = 0, 1, 2, ..., 10.

Για τη µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. Y , έχουµε:

• E[Y ] = E[2X − 10] = 2E[X]− 10 = 2 · 8− 10 = 16− 10 = 6

• var(X) = var(2X − 10) = 4var(X) = 4 · 1.6 = 6.4
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Θέµα 2.2

Ο Νίκος είναι ϕοιτητής του Τµήµατος Επιστήµης Υπολογιστών. Στον ελεύθερό του χρόνο, ασχολείται
ερασιτεχνικά µε το µπάσκετ µε τη ϐοήθεια του Γιώργου που είναι ϕοιτητής ΤΕΦΑΑ. Καθώς ο χρόνος
µελέτης για τη σχολή είναι µεγάλος, ο Νίκος δεν προπονείται αρκετά στο µπάσκετ, µε αποτέλεσµα
το ποσοστό ευστοχίας του στις ελεύθερες ϐολές να είναι 20%. Ο Γιώργος, επιθυµώντας να δει την
πρόοδο του ϕίλου του, προκαλεί τον Νίκο να εκτελέσει 15 συνεχόµενες ελεύθερες ϐολές.

΄Εστω Xi = 1 αν ο Νίκος ευστοχήσει στην ελεύθερη ϐολή i, και Xi = 0 αν ο Νίκος αστοχήσει στην
ελεύθερη ϐολή i. Υποθέτουµε ανεξαρτησία των τ.µ. Xi. ΄Εστω Y το πλήθος των εύστοχων ελεύθερων
ϐολών του Νίκου.

(i) Να υπολογίσετε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (Y = 4 | X1 = 1, X15 = 0).

(ii) Προκειµένου ο Γιώργος να παρακινήσει περισσότερο τον Νίκο, αποφασίζει να του δίνει 2
ευρώ για κάθε εύστοχη ελεύθερη ϐολή. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή και τη διασπορά του
συνολικού κέρδους του Νίκου.

(iii) Βασιζόµενος στην παραπάνω λογική, αλλά επιθυµώντας να δει τις γνώσεις του ϕίλου του στο
ΗΥ-217, ο Γιώργος προσανατολίζεται να συνεχίσει να δίνει 2 ευρώ στον Νίκο για κάθε εύστοχη
ελεύθερη ϐολή, αλλά ταυτόχρονα να του παίρνει 1 ευρώ για κάθε άστοχη ελεύθερη ϐολή. Να
υπολογίσετε τη µέση τιµή και τη διασπορά του συνολικού κέρδους του Νίκου.

Λύση:

Με ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, καταλαβαίνουµε ότι η τ.µ. Y ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή,
µε παραµέτρους (15, 0.2). Ως εκ τούτου, η συνάρτηση πιθανότητας αυτής ϑα δίνεται από τον εξής
τύπο:

pY (k) =

(
15

k

)
(0.2)k(0.8)15−k, k = 0, 1, 2, ..., 15.

(i) ∆εδοµένου ότι ο Νίκος είναι εύστοχος στην 1-η ελεύθερη ϐολή (X1 = 1) και άστοχος στην
τελευταία (X15 = 0), το γεγονός να ευστοχήσει συνολικά σε 4 ελεύθερες ϐολές είνα ισοδύναµο
µε το να ευστοχήσει σε 3 από τις ελεύθερες ϐολές υπ΄ αριθµών 2 ως 14. Η πιθανότητα αυτή
είναι ίση µε :

P (Y = 4 | X1 = 1, X15 = 0) =

(
13

3

)
(0.2)3(0.8)10 = 0.24567

(ii) Με ϐάση τη ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη ∆ιωνυµική κατανοµή ισχύουν:

• E[Y ] = np = 15 · 0.2 = 3

• var(Y ) = np(1− p) = 15 · 0.2 · 0.8 = 2.4

΄Εστω τ.µ. Z που αντιπροσωπεύει το κέρδος του Νίκου. Αφού ο Νίκος λαµβάνει 2 ευρώ για
κάθε εύστοχη ϐολή, ισχύει ότι : Z = 2Y . ΄Αρα, για τη µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. Z,
έχουµε:

• E[Z] = E[2Y ] = 2E[Y ] = 2 · 3 = 6

• var(Z) = var(2Y ) = 4var(Y ) = 4 · 2.4 = 9.6

(iii) ΄Εστω τ.µ. W που αντιπροσωπεύει το κέρδος του Νίκου. Αφού ο Νίκος λαµβάνει 2 ευρώ για
κάθε εύστοχη ϐολή, και χάνει 1 ευρώ για κάθε άστοχη ϐολή, ισχύει ότι : Z = 2Y − (15−Y ) =
3Y − 15. ΄Αρα, για τη µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. W , έχουµε:

• E[W ] = E[3Y − 15] = 3E[Y ]− 15 = 3 · 3− 15 = 9− 15 = −6
• var(W ) = var(3Y − 15) = 9var(Y ) = 9 · 2.4 = 21.6
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Θέµα 2.3

Η οµάδα ποδοσφαίρου του Τµήµατος Επιστήµης Υπολογιστών έχει προκριθεί στον τελικό του Πα-
νεπιστηµιακού Πρωταθλήµατος Ποδοσφαίρου. Ο Πάνος είναι ο σπεσιαλίστας της οµάδας στις εκτε-
λέσεις foul, και ως εκ τούτου σουτάρει foul εντατικά κατά τη διάρκεια της προπόνησης. Ο Πάνος
ξεκινάει να εκτελεί foul από το µέσο της απόστασης µεταξύ σέντρας και µεγάλης περιοχής, όπου
ϑεωρείται και το σηµείο ¨0¨ (οι επιµέρους σχετικές αποστάσεις δεν αφορούν), και κινείται αποκλει-
στικά ευθεία προς την εστία (όχι διαγώνια). Για κάθε εύστοχο χτύπηµα foul ο Πάνος µετακινείται
µπροστά κατά 2m, ενώ για κάθε άστοχο µετακινείται πίσω κατά 1m. Το ποσοστό ευστοχίας του
Πάνου στις εκτελέσεις foul ανέρχεται στο 75% (ανεξάρτητα της ϑέσης που ϐρίσκεται στο γήπεδο !).

(i) ΄Εστω X η τ.µ. που αντιπροσωπεύει το πλήθος των χτυπηµάτων foul στα οποία ευστοχεί ο
Πάνος σε 7 προσπάθειες. Να υπολογίσετε την συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X, pX(x), τη
µέση τιµή E[X] και τη διασπορά var(X).

(ii) ΄Εστω Y η τ.µ. που αντιπροσωπεύει τη ϑέση (σε µέτρα) του Πάνου κατά µήκος της ευθείας
εκτέλεσης των foul µετά από 7 προσπάθειες. Να υπολογίσετε την συνάρτηση πιθανότητας της
τ.µ. Y , τη µέση τιµή E[Y ] και τη διασπορά var(Y ).

Λύση:

(i) Με ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, καταλαβαίνουµε ότι η τ.µ. X ακολουθεί ∆ιωνυµική
κατανοµή, µε παραµέτρους (7, 0.75). Ως εκ τούτου, η συνάρτηση πιθανότητας αυτής ϑα
δίνεται από τον εξής τύπο:

pX(k) =

(
7

k

)
(0.75)k(0.25)7−k, k = 0, 1, 2, ..., 7.

Με ϐάση τη ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη ∆ιωνυµική κατανοµή ισχύουν:

• E[X] = np = 7 · 0.75 = 5.25

• var(X) = np(1− p) = 7 · 0.75 · 0.25 = 1.3125

(ii) Σε 7 προσπάθειες ο Πάνος έχει X εύστοχα χτυπήµατα foul (άρα µετακινείται µπροστά κατά
απόσταση 2X), και άρα 7 −X άστοχα (άρα µετακινείται πίσω κατά απόσταση 7 −X). ΄Αρα,
για την τ.µ. Y , έχουµε:

Y = 2X − (7−X) = 3X − 7

΄Οταν η τ.µ. X παίρνει τις τιµές {0, 1, 2, ..., 7}, η τ.µ. Y παίρνει τις τιµές {−7,−4,−1, ..., 8, 11, 14}
αντίστοιχα. Οι πιθανότητες µε τις οποίες γίνεται αυτό και άρα η pY (k) είναι :

P (Y = 3k − 7) = P (X = k) =

(
7

k

)
(0.75)k(0.25)7−k, k = 0, 1, 2, ..., 7.

Για τη µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. Y , έχουµε:

• E[Y ] = E[3X − 7] = 3E[X]− 7 = 3 · 5.25− 7 = 15.75− 7 = 8.75

• var(Y ) = var(3X − 7) = 9var(X) = 9 · 1.3125 = 11.8125
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Θέµα 2.4

Ο Γιώργος υπηρετεί τη ϑητεία του στην παραµεθόριο, όντας παράλληλα ϕοιτητής του Τµήµατος
Επιστήµης Υπολογιστών. Ο Γιώργος ¨χρωστάει¨ µόνο το ΗΥ-217 για να πάρει το πτυχίο του, και
στην πρωινή αναφορά Ϲητάει από τον ∆ιοικητή του να του δώσει (τιµητική) άδεια ώστε να προλάβει να
παραστεί στην τελική εξέταση του ΗΥ-217. Μέχρι την ηµέρα της εξέτασης αποµένουν 2 εβδοµάδες
(14 ηµέρες), και οι άδειες των στρατιωτών είναι συνεχόµενες (δηλαδή ξεκινούν υποχρεωτικά από την
1-η εκ των 14 ηµερών που αποµένουν).

Ο ∆ιοικητής εξετάζει το αίτηµα του Γιώργου, και αποφασίζει ότι αυτό ϑα εξαρτηθεί από την επίδοσή
του σε 20 ϐολές έναντι στόχου. Ο Γιώργος έχει ποσοστό ευστοχίας 3

8 , ανεξάρτητα µεταξύ των ϐολών.
΄Εστω Y το πλήθος των εύστοχων ϐολών του Γιώργου, και Xi = 1 αν ο Γιώργος ευστοχήσει στη ϐολή
i, ενώ Xi = 0 αν ο Γιώργος αστοχήσει στη ϐολή i.

(i) Να υπολογίσετε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (Y = 8 | X1 = 1, X20 = 0).

(ii) Ο ∆ιοικητής, κατανοώντας την επιθυµία του Γιώργου να εξεταστεί στο ΗΥ-217, αποφασίζει
να του δίνει 2 µέρες (τιµητική) άδεια για κάθε εύστοχη ϐολή. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή
και τη διασπορά του συνολικού αριθµού των ηµερών (τιµητικής) άδειας του Γιώργου. Θα του
ϕτάσουν (κατά µέσο όρο) ώστε να παραστεί στην τελική εξέταση του ΗΥ-217;

(iii) Βασιζόµενος στην παραπάνω λογική, αλλά επιθυµώντας να δει τις γνώσεις του Γιώργου στο
ΗΥ-217, ο ∆ιοικητής Ϲητάει από τον Γιώργο να επιλέξει µεταξύ 2 εναλλακτικών: Είτε οι µέρες
(τιµητικής) άδειας που ϑα λάβει ϑα προσδιοριστούν µε ϐάση τη λογική του προηγούµενου
ερωτήµατος είτε προσανατολίζεται να του δίνει 3 µέρες (τιµητική) άδεια για κάθε εύστοχη ϐολή,
αλλά ταυτόχρονα να του δίνει και 1 µέρα ϕυλακή για κάθε άστοχη ϐολή. Να υπολογίσετε τη
µέση τιµή και τη διασπορά του αριθµού των ηµερών (τιµητικής) άδειας του Γιώργου στην
2-η περίπτωση. Θα του ϕτάσουν (κατά µέσο όρο) ώστε να παραστεί στην τελική εξέταση του
ΗΥ-217; Ποια από τις 2 εναλλακτικές είναι συµφερότερη (κατά µέσο όρο) για τον ίδιο ;

Λύση:

Με ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, καταλαβαίνουµε ότι η τ.µ. Y ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή,
µε παραµέτρους (20, 38). Ως εκ τούτου, η συνάρτηση πιθανότητας αυτής ϑα δίνεται από τον εξής
τύπο:

pX(k) =

(
20

k

)
(
3

8
)k(

5

8
)20−k, k = 0, 1, 2, ..., 20.

(i) ∆εδοµένου ότι ο Γιώργος είναι εύστοχος στην 1-η ϐολή (X1 = 1) και άστοχος στην τελευταία
(X20 = 0), το γεγονός να ευστοχήσει συνολικά σε 8 ϐολές είνα ισοδύναµο µε το να ευστοχήσει
σε 7 από τις ελεύθερες ϐολές υπ΄ αριθµών 2 ως 19. Η πιθανότητα αυτή είναι ίση µε :

P (Y = 8 | X1 = 1, X20 = 0) =

(
18

7

)
(
3

8
)7(

5

8
)11 = 0.18865

(ii) Με ϐάση τη ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη ∆ιωνυµική Κατανοµή ισχύουν:

• E[Y ] = np = 20 · 38 = 7.5

• var(Y ) = np(1− p) = 20 · 38 ·
5
8 = 4.6875

΄Εστω τ.µ. Z που αντιπροσωπεύει τις µέρες (τιµητικής) άδειας του Γιώργου. Αφού ο Γιώργος
λαµβάνει 2 µέρες (τιµητικής) άδειας για κάθε εύστοχη ϐολή, ισχύει ότι : Z = 2Y . ΄Αρα, για τη
µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. Z, έχουµε:

• E[Z] = E[2Y ] = 2E[Y ] = 2 · 7.5 = 15

• var(Z) = var(2Y ) = 4var(Y ) = 4 · 4.6875 = 18.75
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∆εδοµένου ότι αποµένουν 2 εβδοµάδες (14 ηµέρες) µέχρι την τελική εξέταση του ΗΥ-217, οι
µέρες άδειας επαρκούν κατά µέσο όρο στον Γιώργο για να προλάβει την εξέταση.

(iii) ΄Εστω τ.µ. W που αντιπροσωπεύει τις µέρες (τιµητικής) άδειας του Γιώργου. Αφού ο Γιώργος
λαµβάνει 3 µέρες (τιµητικής) άδειας για κάθε εύστοχη ϐολή, και λαβάνει 1 µέρα ϕυλακή για
κάθε άστοχη ϐολή, ισχύει ότι : Z = 3Y − (20− Y ) = 4Y − 20. ΄Αρα, για τη µέση τιµή και τη
διασπορά της τ.µ. W , έχουµε:

• E[W ] = E[4Y − 20] = 4E[Y ]− 20 = 4 · 7.5− 20 = 30− 20 = 10

• var(W ) = var(3Y − 20) = 9var(Y ) = 9 · 4.6875 = 21.6

∆εδοµένου ότι αποµένουν 2 εβδοµάδες (14 ηµέρες) µέχρι την τελική εξέταση του ΗΥ-217, οι
µέρες άδειας δεν επαρκούν κατά µέσο όρο στον Γιώργο για να προλάβει την εξέταση. Επιπλέ-
ον, δεδοµένου ότι είναι E[Z] > E[W ], ο Γιώργος ϑα πρέπει να διαλέξει την 1-η εναλλακτική
για τον προσδιορισµό των ηµερών άδειας που ϑα λάβει.
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Θέµα 2.5

Ο Σήφης είναι δευτεροετής ϕοιτητής του Τµήµατος Επιστήµης Υπολογιστών, και παρακολουθεί
για πρώτη ϕορά ϕέτος το ΗΥ-217. Με ϐάση την προετοιµασία του, έχει πιθανότητα να περάσει το
µάθηµα ίση µε 1

3 , ανεξάρτητα µεταξύ των εξεταστικών στις οποίες επιχειρεί να δώσει το µάθηµα.
΄Εστω η τ.µ. X που αντιπροσωπεύει τις ϕορές που ο Σήφης εξετάζεται στο ΗΥ-217 µέχρι να το
περάσει. Κάθε χρόνο ο Σήφης έχει 2 ευκαιρίες να περάσει το µάθηµα, µία στην εξεταστική του
Χειµερινού Εξαµήνου και µία στην εξεταστική του Σεπτεµβρίου.

(i) Να υπολογίσετε την συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X pX(x), τη µέση τιµή E[X] και τη
διασπορά var(X).

(ii) Να υπολογίσετε την πιθανότητα ο Σήφης να περάσει το ΗΥ-217 στο Χειµερινό Εξάµηνο του
4-ου έτους του στο Τµήµα.

(iii) Να υπολογίσετε την πιθανότητα ο Σήφης να µην έχει περάσει το ΗΥ-217 ξεκινώντας το 5-ο
έτος του στο Τµήµα.

Λύση:

(i) Με ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, καταλαβαίνουµε ότι η τ.µ. X ακολουθεί Γεωµετρική
κατανοµή, µε παράµετρο p = 1

3 . Ως εκ τούτου, η συνάρτηση πιθανότητας αυτής ϑα δίνεται
από τον εξής τύπο:

pX(k) = (
2

3
)k−1(

1

3
), k = 1, 2, ...

Με ϐάση τη ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη Γεωµετρική κατανοµή ισχύουν:

• E[X] = 1
p = 1

1
3

= 3

• var(X) = 1−p
p2

=
1− 1

3

( 1
3
)2

=
2
3
1
9

= 18
3 = 6

(ii) Προκειµένου ο Σήφης να περάσει το ΗΥ-217 στο Χειµερινό Εξάµηνο του 4-ου έτους του στο
Τµήµα, αυτό συνεπάγεται ότι το περνάει στην 5-η του προσπάθεια (αφού σε κάθε έτος από το
2-ο και µετά που ξεκίνησε να παρακολουθεί το µάθηµα έχει 2 προσπάθειες). Ως εκ τούτου,
στις προηγούµενες 4 ϕορές (δηλαδή στο 2-ο και στο 3-ο έτος του στο Τµήµα) αποτυγχάνει να
το περάσει. ΄Αρα, έχουµε:

P (X = 5) = pX(5) = (
2

3
)4(

1

3
) =

16

243
= 0.06584

(iii) Προκειµένου ο Σήφης να µην έχει περάσει το ΗΥ-217 ξεκινώντας το 5-ο έτος του στο Τµήµα,
αυτό συνεπάγεται ότι έχει εξεταστεί ανεπιτυχώς 6 συνεχόµενες ϕορές (αφού σε κάθε έτος από
το 2-ο και µετά που ξεκίνησε να παρακολουθεί το µάθηµα έχει 2 προσπάθειες). ∆εδοµένου
ότι κάθε ϕορά το αποτέλεσµα της εξέτασης είναι ανεξάρτητο από αυτό των προηγούµενων,
έχουµε:

P (X > 6) = (1− 1

3
)6 = (

2

3
)6 =

64

729
= 0.0877


