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Θέµα 1

Θέµα 1.1

(α) Από τους ασθενείς που νοσηλεύονται σε µια κλινική, το 60% έχει καρδιακή ανεπάρκεια, το
50% πνευµονική ανεπάρκεια και το 35% έχει και τα δύο. Βρείτε την πιθανότητα ένας ασθενής
να έχει καρδιακή ανεπάρκεια αν ξέρουµε ότι δεν έχει πνευµονική ανεπάρκεια.

(ϐ) Μια τράπουλα περιέχει συνολικά 52 ϕύλλα που είναι χωρισµένα σε 4 σύµβολα (♦,♥,♣,♠)
και καθένα από αυτά έχει 13 ϕύλλα στην σειρά (Α-2-3-...-10-J-Q-K). Με πόσους τρόπους
µπορεί από µια τράπουλα να σχηµατιστεί κέντα, δηλαδή ένα σύνολο από 5 διαδοχικά ϕύλλα

(µε οποιαδήποτε από τα 4 σύµβολα, π.χ. A♦ − 2♣ − 3♥ − 4♥ − 5♠), αν ϑεωρήσουµε ότι ο
άσσος µπορεί να ¨κολλήσει¨ µόνο ως πρώτο ϕύλλο χαµηλά (δηλαδή Α-2-3-...);

(γ) Σε ένα κουτί υπάρχουν 5 άσπροι και 10 µαύροι ϐώλοι. ∆ιαλέγουµε τυχαία ένα ϐώλο και τον
ξαναβάζουµε στο κουτί µαζί µε άλλους δύο του ίδιου χρώµατος. ∆ιαλέγουµε πάλι ένα ϐώλο.
Βρείτε την πιθανότητα ο δεύτερος ϐώλος να είναι άσπρος.

Λύση:

(α) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: Κ = {ένας ασθενής έχει καρδιακή ανεπάρκεια} και Π = {ένας ασθενής
έχει πνευµονική ανεπάρκεια}. ΄Αρα, σύµφωνα µε την εκφώνηση έχουµε ότι P (Κ) = 0.6,
P (Π) = 0.5 και P (Κ ∩ Π) = 0.35 και Ϲητείται η πιθανότητα P (Κ | Πc). ΄Εχουµε:

P (Κ | Πc) =
P (Κ ∩ Πc)

P (Πc)
=

P (Κ)− P (Κ ∩ Π)
1− P (Π)

=
0.6− 0.35

1− 0.5
= 0.5

(ϐ) ΄Εχουµε 9 επιλογές για τον πρώτο αριθµό της κέντας που ϑα επιλέξουµε, καθώς µπορούµε
να επιλέξουµε µόνο κάποιον από τους αριθµούς Α-2-3-..-9, καθώς ξεκινώντας από το 10 και
µετά δεν µπορούν να σχηµατιστούν 5 διαδοχικοί αριθµοί. Για τους υπόλοιπους αριθµούς
της κέντας που ϑα επιλέξουµε υπάρχει µια µόνο επιλογή, ξέροντας τον πρώτο αριθµό, αφού
ϑέλουµε οι αριθµοί να είναι διαδοχικοί. ΄Οµως για κάθε έναν από τους 5 αυτούς αριθµούς
υπάρχουν 4 επιλογές, καθώς υπάρχουν 4 σχέδια για κάθε αριθµό. ΄Αρα συνολικά υπάρχουν
9 · 45 = 9216 τρόποι για τον σχηµατισµό µιας κέντας σε µια τράπουλα.

(γ) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: A1 = {ο πρώτος ϐώλος είναι άσπρος}, M1 = {ο πρώτος ϐώλος είναι
µαύρος} και A2 = {ο δεύτερος ϐώλος είναι άσπρος}. Ζητείται η πιθανότητα P (A2). Εφαρµό-
Ϲοντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας έχουµε:

P (A2) = P (A2 | A1)P (A1) + P (A2 |M1)P (M1) =
7

17
· 5
15

+
5

17
· 10
15

=
1
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Θέµα 1.2

(α) Από τους ασθενείς που νοσηλεύονται σε µια κλινική, το 60% έχει καρδιακή ανεπάρκεια, το
50% πνευµονική ανεπάρκεια και το 35% έχει και τα δύο. Βρείτε την πιθανότητα ένας ασθενής
να έχει καρδιακή ανεπάρκεια αν ξέρουµε ότι δεν έχει και τα δύο προβλήµατα.

(ϐ) Σχηµατίζουµε µια συµβολοσειρά 5 γραµµάτων χρησιµοποιώντας γράµµατα του ελληνικού
αλφαβήτου. Πόσες δυνατότητες υπάρχουν αν η συµβολοσειρά περιέχει το γράµµα α ;

(γ) Σε ένα κουτί υπάρχουν 6 κίτρινες και 4 µπλε κάρτες. ∆ιαλέγουµε τυχαία µια κάρτα και ϐά-
Ϲουµε στο κουτί 3 κάρτες του άλλου χρώµατος (αλλά όχι αυτή που διαλέξαµε). ∆ιαλέγουµε
πάλι µια κάρτα. Βρείτε την πιθανότητα η δεύτερη κάρτα να είναι κίτρινη.

Λύση:

(α) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: Κ = {ένας ασθενής έχει καρδιακή ανεπάρκεια} και Π = {ένας ασθενής
έχει πνευµονική ανεπάρκεια}. ΄Αρα, σύµφωνα µε την εκφώνηση έχουµε ότι P (Κ) = 0.6,
P (Π) = 0.5 και P (Κ ∩ Π) = 0.35 και Ϲητείται η πιθανότητα P (Κ | (Κ ∩ Π)c). ΄Εχουµε:

P (Κ | (Κ ∩ Π)c) =
P (Κ ∩ (Κ ∩ Π)c)
P ((Κ ∩ Π)c)

=
P (Κ)− P (Κ ∩ Π)
1− P (Κ ∩ Π)

=
0.6− 0.35

1− 0.35
≈ 0.38

(ϐ) Οι δυνατές συµβολοσειρές 5 γραµµάτων που περιέχουν το γράµµα α είναι ουσιαστικά όλες οι
δυνατές συµβολοσειρές οποιονδήποτε γραµµάτων πλήν εκείνες που δεν περιέχουν το γράµµα
α. Οι δυνατές συµβολοσειρές οποιονδήποτε γραµµάτων είναι 245 αφού δεν µας νοιάζει αν
τα γράµµατα είναι ίδια. Οι συµβολοσειρές που δεν περιέχουν το γράµµα α είναι 235. ΄Αρα
συνολικά υπάρχουν 245 − 235 = 1526281 δυνατότητες.

(γ) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: K1 = {η πρώτη κάρτα είναι κίτρινη}, M1 = {η πρώτη κάρτα είναι
µπλε} και K2 = {η δεύτερη κάρτα είναι κίτρινη}. Ζητείται η πιθανότητα P (K2). Εφαρµόζοντας
το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας έχουµε:

P (K2) = P (K2 | K1)P (K1) + P (K2 |M1)P (M1) =
5

12
· 6
10

+
9

12
· 4
10

= 0.55
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Θέµα 1.3

(α) Από τους µαθητές σε ένα σχολείο, στο 40% αρέσει η Φυσική, στο 30% τα µαθηµατικά και
στο 20% και τα δύο. Βρείτε την πιθανότητα σε έναν µαθητή να µην του αρέσουν ούτε τα
µαθηµατικά ούτε η Φυσική.

(ϐ) Μια τράπουλα περιέχει συνολικά 52 ϕύλλα που είναι χωρισµένα σε 4 σύµβολα, 2 κόκκινα
(♦,♥) και 2 µαύρα (♣,♠) και καθένα από αυτά έχει 13 ϕύλλα στην σειρά (Α-2-3-...-10-J-
Q-K). Με πόσους τρόπους µπορούµε να σχηµατίσουµε 4 συνεχόµενους αριθµούς κόκκινου
χρώµατος σε µια τράπουλα, αν ϑεωρήσουµε ότι ο άσσος µπορεί να ¨κολλήσει¨ µόνο ως πρώτο
ϕύλλο χαµηλά (δηλαδή Α-2-3-...);

(γ) Σε ένα δοχείο υπάρχουν 12 άσπρες και 8 κόκκινες καραµέλες. ∆ιαλέγουµε τυχαία µια καρα-
µέλα και ϐάζουµε στο δοχείο 2 καραµέλες του ίδιου χρώµατος (αλλά όχι αυτή που διαλέξαµε).
∆ιαλέγουµε πάλι µια καραµέλα. Βρείτε την πιθανότητα η δεύτερη καραµέλα να είναι κόκκινη.

Λύση:

(α) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: Φ = {σε ένα µαθητή αρέσει η Φυσική} και Μ = {σε ένα µαθητή
αρέσουν τα µαθηµατικά}. ΄Αρα, σύµφωνα µε την εκφώνηση έχουµε ότι P (Φ) = 0.4, P (Μ) =
0.3 και P (Φ ∩Μ) = 0.2 και Ϲητείται η πιθανότητα P (Μc ∩ Φc). ΄Εχουµε:

P (Μc∩Φc) = P ((Μ∪Φ)c) = 1−P (Μ∪Φ) = 1−P (Μ)−P (Φ)+P (Μ∩Φ) = 1−0.3−0.4+0.2 = 0.5

(ϐ) ΄Εχουµε 10 επιλογές για την επιλογή του πρώτου αριθµού, καθώς µπορούµε να επιλέξου-
µε µόνο κάποιον από τους αριθµούς Α-2-3-..-10, καθώς ξεκινώντας από το J και µετά δεν
µπορούν να σχηµατιστούν 4 διαδοχικοί αριθµοί. Για τους υπόλοιπους αριθµούς που ϑα ε-
πιλέξουµε υπάρχει µια µόνο επιλογή, ξέροντας τον πρώτο αριθµό, αφού ϑέλουµε οι αριθµοί
να είναι διαδοχικοί. ΄Οµως για κάθε έναν από τους 4 αυτούς αριθµούς υπάρχουν 2 επιλογές,
καθώς υπάρχουν 2 κόκκινα σχέδια για κάθε αριθµό. ΄Αρα συνολικά υπάρχουν 10 · 24 = 160
τρόποι για τον σχηµατισµό 4 συνεχόµενων αριθµών κόκκινου χρώµατος σε µια τράπουλα.

(γ) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: K1 = {η πρώτη καραµέλα είναι κόκκινη}, A1 = {η πρώτη καραµέλα
είναι άσπρη} και K2 = {η δεύτερη καραµέλα είναι κόκκινη}. Ζητείται η πιθανότητα P (K2).
Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας έχουµε:

P (K2) = P (K2 | A1)P (A1) + P (K2 | K1)P (K1) =
8

21
· 12
20

+
9

21
· 8
20

= 0.4
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Θέµα 1.4

(α) ΄Εστω ότι µια γυναίκα παρουσιάζει καρκίνο του µαστού µε πιθανότητα 0.02. Η µαστογραφία
µιας γυναίκας που έχει καρκίνο στο µαστό είναι ϑετική µε πιθανότητα 0.85, ενώ µιας γυναίκας
που δεν έχει, είναι ϑετική µε πιθανότητα 0.05. Ποια η πιθανότητα η µαστογραφία µιας
γυναίκας να είναι ϑετική ;

(ϐ) Μια τράπουλα περιέχει συνολικά 52 ϕύλλα που είναι χωρισµένα σε 4 σύµβολα (σπαθί, µπα-
στούνι, κούπα, καρώ) και καθένα από αυτά έχει 13 ϕύλλα στην σειρά (Α-2-3-...-10-J-Q-K).
Επιλέγουµε 13 χαρτιά. Βρείτε την πιθανότητα 5 από αυτά να είναι σπαθιά, 4 µπαστούνια, 3
κούπες και 1 καρώ.

(γ) Σε ένα κουτί υπάρχουν 6 άσπροι και 8 µαύροι ϐώλοι. ∆ιαλέγουµε τυχαία ένα ϐώλο και τον
ξαναβάζουµε στο κουτί µαζί µε άλλους δύο διαφορετικού χρώµατος. ∆ιαλέγουµε πάλι ένα
ϐώλο. Βρείτε την πιθανότητα ο δεύτερος ϐώλος να είναι µαύρος.

Λύση:

(α) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: Κ = {µια γυναίκα έχει καρκίνο του µαστού} και Μ = {η µαστογραφία
µιας γυναίκας είναι ϑετική}. ΄Αρα, σύµφωνα µε την εκφώνηση έχουµε ότι P (K) = 0.02,
P (M | K) = 0.85 και P (M | Kc) = 0.05 και Ϲητείται η πιθανότητα P (M). Εφαρµόζοντας το
ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας έχουµε:

P (M) = P (M | K)P (K) + P (M/Kc)P (Kc) = 0.85 · 0.02 + 0.05 · (1− 0.02) = 0.066

(ϐ) Το να επιλέξουµε 13 οποιαδήποτε χαρτιά από µια τράπουλα 52 ϕύλλων γίνεται µε
(
52
13

)
τρό-

πους. Για να επιλέγουµε 5 σπαθιά, υπάρχουν
(
13
5

)
τρόποι καθώς υπάρχουν 13 ϕύλλα µε

αυτό το σχήµα. Οµοίως, υπάρχουν
(
13
4

)
τρόποι να επιλέξουµε 4 µπαστούνια,

(
13
3

)
τρόποι να

επιλέξουµε 3 κούπες και
(
13
1

)
τρόποι να επιλέξουµε 1 καρώ. ΄Αρα, η πιθανότητα που Ϲητείται

ισούται µε : (
13
5

)(
13
4

)(
13
3

)(
13
1

)(
52
13

)
(γ) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: A1 = {ο πρώτος ϐώλος είναι άσπρος}, M1 = {ο πρώτος ϐώλος είναι

µαύρος} και M2 = {ο δεύτερος ϐώλος είναι µαύρος}. Ζητείται η πιθανότητα P (M2). Εφαρµό-
Ϲοντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας έχουµε:

P (M2) = P (M2 | A1)P (A1) + P (M2 |M1)P (M1) =
10

16
· 6
14

+
8

16
· 8
14
≈ 0.55
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Θέµα 1.5

(α) ΄Εστω ότι µια γυναίκα παρουσιάζει καρκίνο του µαστού µε πιθανότητα 0.02. Η µαστογραφία
µιας γυναίκας που έχει καρκίνο στο µαστό είναι ϑετική µε πιθανότητα 0.85, ενώ µιας γυναίκας
που δεν έχει, είναι ϑετική µε πιθανότητα 0.05. Ποια η πιθανότητα η γυναίκα να έχει καρκίνο
του µαστού δεδοµένου ότι η µαστογραφία ϐγήκε ϑετική ;

(ϐ) Μια τράπουλα περιέχει συνολικά 52 ϕύλλα που είναι χωρισµένα σε 4 σύµβολα (♦,♥,♣,♠)
και καθένα από αυτά έχει 13 ϕύλλα στην σειρά (Α-2-3-...-10-J-Q-K). Επιλέγουµε 7 χαρτιά.
Βρείτε την πιθανότητα ανάµεσα σε αυτά τα χαρτιά να ϐρίσκονται τουλάχιστον 3 ντάµες (Q).

(γ) Σε ένα κουτί υπάρχουν 7 κόκκινες και 9 µπλε κάρτες. ∆ιαλέγουµε τυχαία µια κάρτα και ϐά-
Ϲουµε στο κουτί 3 µπλε κάρτες (αλλά όχι αυτή που διαλέξαµε). ∆ιαλέγουµε πάλι µια κάρτα.
Βρείτε την πιθανότητα η δεύτερη κάρτα να είναι µπλε.

Λύση:

(α) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: Κ = {µια γυναίκα έχει καρκίνο του µαστού} και Μ = {η µαστογραφία
µιας γυναίκας είναι ϑετική}. ΄Αρα, σύµφωνα µε την εκφώνηση έχουµε ότι P (K) = 0.02,
P (M | K) = 0.85 και P (M | Kc) = 0.05 και Ϲητείται η πιθανότητα P (K |M). ΄Εχουµε:

P (K |M) =
P (M | K)P (K)

P (M)
=

P (M | K)P (K)

P (M | K)P (K) + P (M | Kc)P (Kc)
=

=
0.85 · 0.02

0.85 · 0.02 + 0.05 · (1− 0.02)
≈ 0.26

(ϐ) Το να επιλέξουµε 7 οποιαδήποτε χαρτιά από µια τράπουλα 52 ϕύλλων γίνεται µε
(
52
7

)
τρό-

πους. Το ενδεχόµενο να υπάρχουν τουλάχιστον 3 ντάµες στα 7 χαρτιά που επιλέγουµε είναι
ουσιαστικά το ενδεχόµενο να υπάρχουν 3 ή 4 ντάµες στα χαρτιά αυτά.

Για να επιλέξουµε 3 ντάµες υπάρχουν
(
4
3

)
τρόποι καθώς υπάρχουν 4 ντάµες συνολικά. ΄Επειτα,

από τα υπόλοιπα 48 χαρτιά που δεν περιέχουν ντάµα, επιλέγουµε τα υπόλοιπα 4 χαρτιά από
τα 7 που επιλέγουµε µε

(
48
4

)
τρόπους. ΄Αρα επιλέγουµε 7 χαρτιά στα οποία υπάρχουν 3 ντάµες

µε
(
4
3

)(
48
4

)
τρόπους.

Για να επιλέξουµε 7 χαρτιά από τα οποία τα 4 είναι ντάµες, υπάρχουν
(
48
3

)
τρόποι καθώς

επιλέγουµε 3 χαρτιά από τα υπόλοιπα 48 χαρτιά της τράπουλας, έχοντας επιλέξει και τις 4
ντάµες.

΄Αρα η Ϲητούµενη πιθανότητα ισούται µε :(
4
3

)(
48
4

)
+
(
48
3

)(
52
7

)
(γ) Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: K1 = {η πρώτη κάρτα είναι κόκκινη}, M1 = {η πρώτη κάρτα είναι

µπλε} και M2 = {η δεύτερη κάρτα είναι µπλε}. Ζητείται η πιθανότητα P (M2). Εφαρµόζοντας
το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας έχουµε:

P (M2) = P (M2 |M1)P (M1) + P (M2 | K1)P (K1) =
11

18
· 9
16

+
12

18
· 7
16
≈ 0.64
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