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Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1. Εφαρµόζοντας τα ϐήµατα της µαθηµατικής επαγωγής, έχουµε:

• Βασικό Βήµα: Για k = 0, έχουµε:

pX(1) =

(
n

1

)
p1(1−p)n−1 = np(1−p)n−1 = np

(1− p)n

1− p
=

p

1− p
·n− 0

0 + 1
·(1−p)n =

p

1− p
·n·pX(0)

• Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για κάποιο k = l. ∆ηλαδή,
ότι ισχύει :

pX(l) =

(
n

l

)
pl(1− p)n−l = p

1− p
· n− (l − 1)

(l − 1) + 1
· pX(l − 1) =

p

1− p
· n− l + 1

l
· pX(l − 1)

• Επαγωγικό Βήµα: Για k = l + 1, έχουµε:

pX(l + 1) =

(
n

l + 1

)
pl+1(1− p)n−l−1 =

(nl)=
l+1
n−l(

n
l+1)

=
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l

)
n− l
l + 1

]
pl+1(1− p)n−l−1

=
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l + 1

(
n

l

)
pl+1(1− p)n−l−1 = p

1− p
n− l
l + 1

(
n

l

)
pl(1− p)n−l = p

1− p
n− l
l + 1

pX(l)

΄Ασκηση 2.

(i) Για k = 1, 2, ..., n, έχουµε:

pX(k)

pX(k − 1)
=

(
n
k

)
· pk · (1− p)n−k(

n
k−1
)
· pk−1 · (1− p)n−k+1

=
(n− k + 1) · p
k · (1− p)

=
(n+ 1)p− kp

k − kp

• Αν k ≤ k∗, τότε k ≤ (n+1)p. Ισοδύναµα: k− kp ≤ (n+1)p− kp, συνεπώς ο παραπάνω
λόγος είναι µεγαλύτερος ή ίσος του 1. Ως εκ τούτου, η pX(k) είναι µονοτονικά µη-
ϕθίνουσα στο εν λόγω διάστηµα.

• Αν k > k∗, τότε ο παραπάνω λόγος είναι µικρότερος του 1. Ως εκ τούτου, η pX(k) είναι
µονοτονικά ϕθίνουσα στο εν λόγω διάστηµα.

(ii) Χρησιµοποιώντας τον τύπο για την Poisson ΣΜΠ, για k ≥ 1, έχουµε:

pX(k)

pX(k − 1)
=
λk · e−λ

k!
· (k − 1)!

λk−1 · e−λ
=
λ

k

• Αν k ≤ λ, τότε ο παραπάνω λόγος είναι µεγαλύτερος του 1. Ως εκ τούτου, η pX(k) είναι
µονοτονικά αύξουσα στο εν λόγω διάστηµα.

• Αν k > λ, τότε ο παραπάνω λόγος είναι µικρότερος του 1. Ως εκ τούτου, η pX(k) είναι
µονοτονικά ϕθίνουσα στο εν λόγω διάστηµα.
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΄Ασκηση 3.

Από την εκφώνηση της άσκησης, καταλαβαίνουµε ότι η Τ.Μ. X ακολουθεί µία ¨παραλλαγή¨ της
∆ιακριτής Οµοιόµορφης Κατανοµής, µε ΣΜΠ που δίνεται από τον εξής τύπο:

pX(x) =

{
1

b−a+1 x = 2k, a ≤ k ≤ b, k ∈ Z
0 αλλιώς

(i) Με ϐάση τον τύπο ορισµού της Μέσης Τιµής, έχουµε:

E[X] =
+∞∑

k=−∞
xpX(x) =

b∑
k=a

xpX(x) =
b∑

k=a

2k · 1

b− a+ 1
=

1

b− a+ 1

b∑
k=a

2k =
2a

b− a+ 1
(1 + 2 + ...+ 2b−a) =

2b+1 − 2a

b− a+ 1

(ii) Για τον υπολογισµό της διασποράς της Τ.Μ. X, V AR[X], ϑα χρησιµοποιήσουµε τη γνωστή
από την ϑεωρία σχέση:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2

Για τον υπολογισµό της ϱοπής 2ας τάξεως, E[X2], έχουµε:

E[X2] =
+∞∑

k=−∞
x2pX(x) =

b∑
k=a

x2pX(x) =
b∑

k=a

(2k)2 · 1

b− a+ 1
=

1

b− a+ 1

b∑
k=a

(2k)2 =
4b+1 − 4a

3(b− a+ 1)

΄Αρα, η διασπορά της Τ.Μ. X, V AR[X] ϑα είναι τελικά:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2 =
4b+1 − 4a

3(b− a+ 1)
−
(2b+1 − 2a

b− a+ 1

)2

΄Ασκηση 4.

(i) ΄ΕστωX η Τ.Μ. που αναπαριστά το κέρδος σας από το παιχνίδι. Προκειµένου να υπολογίσουµε
την Ϲητούµενη Μέση Τιµή, πρέπει να προσδιορίσουµε τις πιθανότητες µε τις οποίες µπορούν
να συµβούν τα διαφορετικά αποτελέσµατα του παιχνιδιού. Πιο συγεκριµένα, έχουµε:

• Αν το κέρµα ϕέρει ¨Γράµµατα¨ στην n = 1-η ϱίψη, κερδίζετε 2n = 21 ευρώ, µε πιθανότητα
1
2

• Αν το κέρµα ϕέρει ¨Γράµµατα¨ στην n = 2-η ϱίψη, κερδίζετε 2n = 22 ευρώ, µε πιθανότητα
1
2 ·

1
2

• Αν το κέρµα ϕέρει ¨Γράµµατα¨ στην n = 3-η ϱίψη, κερδίζετε 2n = 23 ευρώ, µε πιθανότητα
1
2 ·

1
2 ·

1
2

• ...
• Αν το κέρµα ϕέρει ¨Γράµµατα¨ στην n = k-η ϱίψη, κερδίζετε 2n = 2k ευρώ, µε πιθα-

νότητα 1
2 ·

1
2 · ... ·

1
2 = 1

2k

Με ϐάση τον τύπο ορισµού της Μέσης Τιµής, έχουµε:

E[X] =
+∞∑

x=−∞
xpX(x) =

+∞∑
x=1

xpX(x) =
+∞∑
x=1

2x · 2−x =
+∞∑
x=1

1 = +∞
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(ii) Με ϐάση το αποτέλεσµα του προηγούµενου ερωτήµατος, αν είχατε να επιλέξετε µεταξύ του
να πληρώσετε f ευρώ για να παίξετε το παιχνίδι και να µην παίξετε καθόλου, µε στόχο να

µεγιστοποιήσετε το αναµενόµενο κέρδος σας, ϑα ήταν πιο συνετό να πληρώσετε οποιοδήποτε
ποσό και να παίξετε το παιχνίδι. Ωστόσο, κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει πάντα στην πράξη µε την
συµπεριφορά των ατόµων. Πράγµατι, πειράµατα έχουν δείξει ότι οι περισσότεροι άνθρωποι
προτίθενται να πληρώσουν 30 − 40 ευρώ για να παίξουν το παιχνίδι. Η εν λόγω απόκλιση
οφείλεται στην εικασία ότι το ποσό που κάποιος προτίθεται να πληρώσει καθορίζεται από το
αναµενόµενο κέρδος. Ωστόσο, το αναµενόµενο κέρδος δεν λαµβάνει υπόψιν την συµπεριφορά
ενός ατόµου ως προς την ανάληψη ϱίσκου.

΄Ασκηση 5.

΄ΕστωX Τ.Μ. που απεικονίζει το πλήθος των ¨K¨ σε 4 ϱίψεις του κέρµατος. Η πιθανότητα «επιτυχίας»
(να έρθει ¨K¨) σε 4 διαδοχικές ϱίψεις είναι 0.4, σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης. ΄Αρα, η X
ακολουθεί ∆ιωνυµική Κατανοµή µε n = 4 και p = 0.4. Ως εκ τούτου, η ΣΜΠ της ϑα είναι η εξής :

pX(k) =
(
4
k

)
· (0.4)k · (0.6)4−k, k = 0, 1, ...

(i) Σύµφωνα µε την στρατηγική α), το κέρδος του Λάκη ϑα είναι X. Σύµφωνα µε τη στρατηγική
ϐ), το κέρδος του Λάκη ϑα είναι Y = X2− 1.5X. Προσδιορίζουµε την µεση τιµή του κέρδους
σε κάθε περίπτωση, ώστε ν΄ αποφασίσουµε ποια στρατηγική είναι η πιο συµφέρουσα:

E[X] = np = 4 · 0.4 = 1.6
E[Y ] = E[X2 − 1.5X] = E[X2]− 1.5E[X] = V AR[X] + (E[X])2 − 1.5E[X]

= np(1− p) + (np)2 − 1.5np
= 4 · 0.4 · 0.6 + (4 · 0.4)2 − 1.5 · 4 · 0.4

= 0.96 + 2.56− 2.4 = 1.12

, όπου χρησιµοποιήθηκε η γνωστή σχέση V AR[X] = E[X2]− (E[X])2.

Παρατηρούµε ότι E[X] > E[Y ], και ως εκ τούτου η στρατηγική α) είναι η πιο συµφέρουσα
για τον Λάκη.

(ii) Ακολουθώντας παρόµοιο σκεπτικό µε το προηγούµενο ερώτηµα, η στρατηγική α) είναι συµ-
ϕερότερη από τη ϐ) αν ισχύει E[X] > E[Y ]. Θα επιλύσουµε την παραπάνω ανισότητα, ώστε
να ϐρούµε το Ϲητούµενο εύρος τιµών της πιθανότητας «επιτυχίας» p:

E[X] > E[Y ]⇒ E[X] > V AR[X]+(E[X])2−1.5E[X]⇒ np > np(1−p)+(np)2−1.5np⇒
2.5np > np− np2 + n2p2 ⇒ 1.5np > np2(n− 1)⇒ 1.5p− p2(n− 1) > 0⇒ 3

2p+ p2(1− n) >
0⇒ 3

2p+ p2(1− 4) > 0⇒ 3
2p− 3p2 > 0⇒ 3p(12 − p) > 0⇒ 1

2 − p) > 0⇒ p < 1
2

Ως εκ τούτου, το Ϲητούµενο εύρος τιµών είναι : 0 < p <
1

2
.

΄Ασκηση 6.

• Η Τ.Μ. Y ακολουθεί ∆ιωνυµική Κατανοµή µε n = 4 και p = 1
6 . Ως εκ τούτου, η περιθώρια

ΣΜΠ pY (y) ϑα δίνεται από τον τύπο:

pY (y) =

(
4

y

)
·
(1
6

)y
·
(5
6

)4−y
, y = 0, 1, ..., 4

• Για να υπολογίσουµε τη δεσµευµένη ΣΜΠ pX|Y (x | y), παρατηρούµε ότι δεδοµένου ότι Y = y,
X είναι ο αριθµός των 1 στις εναποµείνασες 4− y Ϲαριές, κάθε µία από τις οποίες µπορεί να
πάρει 5 τιµές (1, 3, 4, 5, 6) µε την ίδια πιθανότητα (15 ).
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• ΄Αρα, η Τ.Μ. X | Y ϑα ακολουθεί ∆ιωνυµική Κατανοµή µε n = 4− y και p = 1
5 . Ως εκ τούτου,

η περιθώρια ΣΜΠ pX|Y (x | y) ϑα δίνεται από τον τύπο:

pX|Y (x | y) =
(
4− y
x

)
·
(1
5

)x
·
(4
5

)4−y−x
, 0 ≤ x+ y ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0

• Με γνωστές τις pY (y) και pX|Y (x | y), η Ϲητούµενη από κοινού ΣΜΠ των Τ.Μ. X και Y ,
δίνεται από τον τύπο:

pX,Y (x, y) = pY (y) · pX|Y (x | y)

΄Αρα, τελικά έχουµε:

pX,Y (x, y) =


(
4
y

)
·
(
1
6

)y
·
(
5
6

)4−y
·
(
4−y
x

)
·
(
1
5

)x
·
(
4
5

)4−y−x
0 ≤ x+ y ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0

0 αλλιώς


