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Θέµα 2

Θέµα 2.1

Ο Γιώργος και ο Νίκος, επιθυµώντας να κάνουν ένα διάλειµµα από την προετοιµασία τους για την
τελική εξέταση του ΗΥ-217 αποφασίζουν να πάνε για σωµατική άσκηση στο δηµοτικό γήπεδο της
πόλης (στέλνοντας πρώτα τον κατάλληλο κωδικό). Ο Κώστας, όντας περισσότερο αγχωµένος σχετικά
µε το διάβασµά του, αποφασίζει να µείνει στο σπίτι του, και σχεδιάζει ένα στατιστικό µοντέλο σχετικά
µε την ¨έξοδο¨ των ϕίλων του.
Πιο συγκεκριµένα, Ο Γιώργος και ο Νίκος ϑα τρέξουν συνολικά 4 γύρους, και σε κάθε γύρο η
διαφορά (σε µέτρα) του Γιώργου από τον Νίκο είναι µία Κανονική Τ.Μ. µε µέση τιµή µ = 1 και
διασπορά σ2 = 10. Επίσης, το µοντέλο του Κώστα υποθέτει ότι :

• Οι διαφορές Γιώργου-Νίκου (σε µέτρα) κατά τους 4 γύρους είναι ανεξάρτητες Τ.Μ.

• Τελικός νικητής είναι εκείνος του οποίου οι ¨πόντοι¨ (αθροίζοντας τις επιµέρους διαφορές των
γύρων) είναι περισσότεροι στο τέλος.

• 1 ¨πόντος¨=διαφορά 1 µέτρου.

Στη συνέχεια, εκφράστε την απάντησή σας ϐάσει τιµών της Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής της
Τυπικής Γκαουσιανής, Φ(x).

(i) Ποια η πιθανότητα να κερδίσει ο Νίκος ;

(ii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι µετά τους 3 πρώτους
γύρους το σκορ είναι ισόπαλο ;

(iii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι µετά τους 2 πρώτους
γύρους χάνει µε 5 πόντους ;

Λύση:

΄Εστω Xi η διαφορά των πόντων κάθε γύρου, µεταξύ του Γιώργου και του Νίκου (i = 1, 2, 3, 4). Τότε,
σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, έχουµε ότι :

• Xi ∼ N(1, 10), i = 1, 2, 3, 4

• Οι Xi είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους Κανονικές Τ.Μ.

(i) Για να κερδίσει ο Νίκος, αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του
αγώνα (δηλαδή, στο τέλος και των 4 γύρωνXi) ϑα πρέπει να είναι αρνητική. ΄Αρα, επιθυµούµε
να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P1 = P (Κερδίζει ο Νίκος) = P

( 4∑
i=1

Xi < 0

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

4∑
i=1

Xi ∼ N(4 · 1, 4 · 10) ≡ N(4, 40)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P1, έχουµε:
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P1 = P

( 4∑
i=1

Xi < 0

)
= P

(∑4
i=1Xi − 4√

40
<

0− 4√
40

)
= P

(∑4
i=1Xi − 4√

40
<
−4√
40

)
= Φ

(
−4√
40

)
= 1− Φ

(
4√
40

)
= 1− 0.7365 = 0.2635

(ii) Για να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι µετά τους 3 πρώτους γύρους το σκορ είναι ισόπαλο,
αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή, στο τέλος
και των 4 γύρων Xi) ϑα πρέπει να είναι ϑετική υπό την προϋπόθεση ότι στο τέλος του 3-ου
γύρου ήταν ίση µε 0. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P2 = P (Κερδίζει ο Γιώργος | µετά τους 3 πρώτους γύρους το σκορ είναι ισόπαλο)

= P

( 4∑
i=1

Xi > 0 | X1 +X2 +X3 = 0

)
= P

(
X4 − 0 > 0

)
= P

(
X4 > 0

)

Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X4 ∼ N(1 · 1, 1 · 10) ≡ N(1, 10)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P2, έχουµε:

P2 = P

(
X4 > 0

)
= P

(
X4 − 1√

10
>

0− 1√
10

)
= 1− P

(
X4 − 1√

10
≤ 0− 1√

10

)
= 1− Φ

(
−1√

10

)
= 1− 1 + Φ

(
1√
10

)
= Φ

(
1√
10

)
= 0.6241

(iii) Για να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι µετά τους 2 πρώτους γύρους χάνει µε 5 πόντους,
αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή, στο τέλος
και των 4 γύρων Xi) ϑα πρέπει να είναι ϑετική υπό την προϋπόθεση ότι στο τέλος του 2-ου
γύρου ήταν ίση µε −5. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P3 = P (Κερδίζει ο Γιώργος, | στο τέλος του 2-ου γύρου χάνει µε 5 πόντους)

= P

( 4∑
i=1

Xi > 0 | X1 +X2 = −5

)
= P

(
X3 +X4 − 5 > 0

)
= P

(
X3 +X4 > 5

)

Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X3 +X4 ∼ N(2 · 1, 2 · 10) ≡ N(2, 20)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P3, έχουµε:

P3 = P

(
X3 +X4 > 5

)
= P

(
X3 +X4 − 2√

20
>

5− 2√
20

)
= 1− P

(
X3 +X4 − 2√

20
≤ 5− 2√

20

)
= 1− Φ

(
3√
20

)
= 1− 0.7488 = 0.2512
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Θέµα 2.2

Ο Γιώργος και ο Νίκος, επιθυµώντας να κάνουν ένα διάλειµµα από την προετοιµασία τους για την
τελική εξέταση του ΗΥ-217 αποφασίζουν να πάνε για σωµατική άσκηση στο δηµοτικό γήπεδο της
πόλης (στέλνοντας πρώτα τον κατάλληλο κωδικό). Ο Κώστας, όντας περισσότερο αγχωµένος σχετικά
µε το διάβασµά του, αποφασίζει να µείνει στο σπίτι του, και σχεδιάζει ένα στατιστικό µοντέλο σχετικά
µε την ¨έξοδο¨ των ϕίλων του.
Πιο συγκεκριµένα, Ο Γιώργος και ο Νίκος ϑα τρέξουν συνολικά 8 γύρους, και σε κάθε γύρο η
διαφορά (σε µέτρα) του Γιώργου από τον Νίκο είναι µία Κανονική Τ.Μ. µε µέση τιµή µ = 0.5 και
διασπορά σ2 = 9. Επίσης, το µοντέλο του Κώστα υποθέτει ότι :

• Οι διαφορές Γιώργου-Νίκου (σε µέτρα) κατά τους 8 γύρους είναι ανεξάρτητες Τ.Μ.

• Τελικός νικητής είναι εκείνος του οποίου οι ¨πόντοι¨ (αθροίζοντας τις επιµέρους διαφορές των
γύρων) είναι περισσότεροι στο τέλος.

• 1 ¨πόντος¨=διαφορά 1 µέτρου.

Στη συνέχεια, εκφράστε την απάντησή σας ϐάσει τιµών της Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής της
Τυπικής Γκαουσιανής, Φ(x).

(i) Ποια η πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος ;

(ii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στους 5 πρώτους γύρους
είναι πίσω στο σκορ κατά 5 πόντους ;

(iii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στο τέλος του 7-ου γύρου
προηγείται µε 5 πόντους ;

Λύση:

΄Εστω Xi η διαφορά των πόντων κάθε γύρου, µεταξύ του Γιώργου και του Νίκου (i = 1, 2, ..., 8).
Τότε, σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, έχουµε ότι :

• Xi ∼ N(0.5, 9), i = 1, 2, ..., 8

• Οι Xi είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους Κανονικές Τ.Μ.

(i) Για να κερδίσει ο Γιώργος, αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του
αγώνα (δηλαδή, στο τέλος και των 8 γύρων Xi) ϑα πρέπει να είναι ϑετική. ΄Αρα, επιθυµούµε
να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P1 = P (Κερδίζει ο Γιώργος) = P

( 8∑
i=1

Xi > 0

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

8∑
i=1

Xi ∼ N(8 · 0.5, 8 · 9) ≡ N(4, 72)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P1, έχουµε:

P1 = P

( 8∑
i=1

Xi > 0

)
= P

(∑8
i=1Xi − 4√

72
>

0− 4√
72

)
= 1− P

(∑8
i=1Xi − 4√

72
≤ 0− 4√

72

)
= 1− Φ

(
−4√
72

)
= 1− 1 + Φ

(
4√
72

)
= Φ

(
4√
72

)
= 0.6813
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(ii) Για να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στους 5 πρώτους γύρους είναι πίσω στο σκορ κατά 5
πόντους, αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή,
στο τέλος και των 8 γύρωνXi) ϑα πρέπει να είναι ϑετική υπό την προϋπόθεση ότι στο τέλος των
5 πρώτων γύρων ήταν ίση µε −5. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P2 = P (Κερδίζει ο Γιώργος | στους 5 πρώτους γύρους είναι πίσω στο σκορ κατά 5 πόντους)

= P

( 8∑
i=1

Xi > 0 | X1 +X2 +X3 +X4 +X5 = −5

)
= P

(
X6 +X7 +X8 − 5 > 0

)
= P

(
X6 +X7 +X8 > 5

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X6 +X7 +X8 ∼ N(3 · 0.5, 3 · 9) ≡ N(1.5, 27)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P2, έχουµε:

P2 = P

(
X6 +X7 +X8 > 5

)
= P

(
X6 +X7 +X8 − 1.5√

27
>

5− 1.5√
27

)
= 1− P

(
X6 +X7 +X8 − 1.5√

27
≤ 5− 1.5√

27

)
= 1− Φ

(
3.5√
27

)
= 1− 0.7497 = 0.2503

(iii) Για να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στο τέλος του 7-ου γύρου προηγείται µε 5 πόντους,
αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή, στο τέλος
και των 8 περιόδων Xi) ϑα πρέπει να είναι ϑετική υπό την προϋπόθεση ότι στο τέλος του 7-ου
γύρου ήταν ίση µε 5. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P3 = P (Κερδίζει ο Γιώργος, | στο τέλος του 7-ου γύρου προηγείται µε 5 πόντους)

= P

( 8∑
i=1

Xi > 0 | X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +X6 +X7 = 5

)
= P

(
X8 + 5 > 0

)
= P

(
X8 > −5

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X8 ∼ N(1 · 0.5, 1 · 9) ≡ N(0.5, 9)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P3, έχουµε:

P3 = P

(
X8 > −5

)
= P

(
X8 − 0.5√

9
>
−5− 0.5√

9

)
= 1− P

(
X8 − 0.5√

9
≤ −5− 0.5√

9

)
= 1− Φ

(
−5.5√

9

)
= 1− 1 + Φ

(
5.5√

9

)
= Φ

(
5.5√

9

)
= 0.9666
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Θέµα 2.3

Ο Γιώργος και ο Νίκος, επιθυµώντας να κάνουν ένα διάλειµµα από την προετοιµασία τους για την
τελική εξέταση του ΗΥ-217 αποφασίζουν να πάνε για σωµατική άσκηση στο δηµοτικό γήπεδο της
πόλης (στέλνοντας πρώτα τον κατάλληλο κωδικό). Ο Κώστας, όντας περισσότερο αγχωµένος σχετικά
µε το διάβασµά του, αποφασίζει να µείνει στο σπίτι του, και σχεδιάζει ένα στατιστικό µοντέλο σχετικά
µε την ¨έξοδο¨ των ϕίλων του.
Πιο συγκεκριµένα, Ο Γιώργος και ο Νίκος ϑα τρέξουν συνολικά 10 γύρους, και σε κάθε γύρο η
διαφορά (σε µέτρα) του Γιώργου από τον Νίκο είναι µία Κανονική Τ.Μ. µε µέση τιµή µ = 0.25 και
διασπορά σ2 = 8. Επίσης, το µοντέλο του Κώστα υποθέτει ότι :

• Οι διαφορές Γιώργου-Νίκου (σε µέτρα) κατά τους 10 γύρους είναι ανεξάρτητες Τ.Μ.

• Τελικός νικητής είναι εκείνος του οποίου οι ¨πόντοι¨ (αθροίζοντας τις επιµέρους διαφορές των
γύρων) είναι περισσότεροι στο τέλος.

• 1 ¨πόντος¨=διαφορά 1 µέτρου.

Στη συνέχεια, εκφράστε την απάντησή σας ϐάσει τιµών της Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής της
Τυπικής Γκαουσιανής, Φ(x).

(i) Ποια η πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος µε διαφορά µεγαλύτερη των 15 πόντων ;

(ii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στους 6 πρώτους γύρους
είναι µπροστά στο σκορ κατά 5 πόντους ;

(iii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Νίκος δεδοµένου ότι στο τέλος του 1-ου γύρου
προηγείται µε 5 πόντους ;

Λύση:

΄Εστω Xi η διαφορά των πόντων κάθε γύρου, µεταξύ του Γιώργου και του Νίκου (i = 1, 2, ..., 10).
Τότε, σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, έχουµε ότι :

• Xi ∼ N(0.25, 8), i = 1, 2, ..., 10

• Οι Xi είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους Κανονικές Τ.Μ.

(i) Για να κερδίσει ο Γιώργος µε διαφορά µεγαλύτερη των 15 πόντων, αυτό συνεπάγεται ότι η
συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή, στο τέλος και των 10 γύρων Xi)
ϑα πρέπει να είναι ϑετική. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P1 = P (Κερδίζει ο Γιώργος µε διαφορά µεγαλύτερη των 15 πόντων) = P

( 10∑
i=1

Xi > 15

)

Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

10∑
i=1

Xi ∼ N(10 · 0.25, 10 · 8) ≡ N(2.5, 80)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P1, έχουµε:

P1 = P

( 10∑
i=1

Xi > 15

)
= P

(∑10
i=1Xi − 2.5√

80
>

15− 2.5√
80

)
= 1− P

(∑10
i=1Xi − 2.5√

80
≤ 15− 2.5√

80

)
= 1− Φ

(
12.5√

80

)
= 1− 0.9189 = 0.0811
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(ii) Για να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στους 6 πρώτους γύρους είναι µπροστά στο σκορ
κατά 5 πόντους, αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα
(δηλαδή, στο τέλος και των 10 γύρων Xi) ϑα πρέπει να είναι ϑετική υπό την προϋπόθεση ότι
στο τέλος των 6 πρώτων γύρων ήταν ίση µε 5. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής
πιθανότητα:

P2 = P (Κερδίζει ο Γιώργος | στους 6 πρώτους γύρους είναι µπροστά στο σκορ κατά 5 πόντους)

= P

( 10∑
i=1

Xi > 0 | X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +X6 = 5

)
= P

(
X7 +X8 +X9 +X10 + 5 > 0

)
= P

(
X7 +X8 +X9 +X10 > −5

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X7 +X8 +X9 +X10 ∼ N(4 · 0.25, 4 · 8) ≡ N(1, 32)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P2, έχουµε:

P2 = P

(
X7 +X8 +X9 +X10 > −5

)
= P

(
X7 +X8 +X9 +X10 − 1√

32
>
−5− 1√

32

)
= 1− P

(
X7 +X8 +X9 +X10 − 1√

32
≤ −5− 1√

32

)
= 1− Φ

(
−6√
32

)
= 1− 1 + Φ

(
6√
32

)
= Φ

(
6√
32

)
= 0.8556

(iii) Για να κερδίσει ο Νίκος δεδοµένου ότι στο τέλος του 1-ου γύρου προηγείται µε 5 πόντους,
αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή, στο τέλος
και των 10 γύρων Xi) ϑα πρέπει να είναι αρνητική υπό την προϋπόθεση ότι στο τέλος του 1-ου
γύρου ήταν ίση µε −5. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P3 = P (Κερδίζει ο Νίκος, | στο τέλος του 1-ου γύρου προηγείται µε 5 πόντους)

= P

( 10∑
i=1

Xi < 0 | X1 = −5

)
= P

(
X2 +X3 +X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 − 5 < 0

)
= P

(
X2 +X3 +X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 < 5

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X2 +X3 +X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 ∼ N(9 · 0.25, 9 · 8) ≡ N(2.25, 72)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P3, έχουµε:
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P3 = P

(
X2 +X3 +X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 < 5

)
= P

(
X2 +X3 +X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 − 2.25√

72
<

5− 2.25√
72

)
= P

(
X2 +X3 +X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 − 2.25√

72
<

2.75√
72

)
= Φ

(
2.75√

72

)
= 0.6271
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Θέµα 2.4

Ο Γιώργος και ο Νίκος, επιθυµώντας να κάνουν ένα διάλειµµα από την προετοιµασία τους για την
τελική εξέταση του ΗΥ-217 αποφασίζουν να πάνε για σωµατική άσκηση στο δηµοτικό γήπεδο της
πόλης (στέλνοντας πρώτα τον κατάλληλο κωδικό). Ο Κώστας, όντας περισσότερο αγχωµένος σχετικά
µε το διάβασµά του, αποφασίζει να µείνει στο σπίτι του, και σχεδιάζει ένα στατιστικό µοντέλο σχετικά
µε την ¨έξοδο¨ των ϕίλων του.
Πιο συγκεκριµένα, Ο Γιώργος και ο Νίκος ϑα τρέξουν συνολικά 12 γύρους, και σε κάθε γύρο η
διαφορά (σε µέτρα) του Γιώργου από τον Νίκο είναι µία Κανονική Τ.Μ. µε µέση τιµή µ = 0.125 και
διασπορά σ2 = 7. Επίσης, το µοντέλο του Κώστα υποθέτει ότι :

• Οι διαφορές Γιώργου-Νίκου (σε µέτρα) κατά τους 12 γύρους είναι ανεξάρτητες Τ.Μ.

• Τελικός νικητής είναι εκείνος του οποίου οι ¨πόντοι¨ (αθροίζοντας τις επιµέρους διαφορές των
γύρων) είναι περισσότεροι στο τέλος.

• 1 ¨πόντος¨=διαφορά 1 µέτρου.

Στη συνέχεια, εκφράστε την απάντησή σας ϐάσει τιµών της Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής της
Τυπικής Γκαουσιανής, Φ(x).

(i) Ποια η πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος µε διαφορά µεγαλύτερη των 10 πόντων ;

(ii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στους 3 πρώτους γύρους
είναι µπροστά στο σκορ κατά 5 πόντους ;

(iii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Νίκος δεδοµένου ότι στο τέλος του 6-ου γύρου
προηγείται µε 5 πόντους ;

Λύση:

΄Εστω Xi η διαφορά των πόντων κάθε γύρου, µεταξύ του Γιώργου και του Νίκου (i = 1, 2, ..., 12).
Τότε, σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, έχουµε ότι :

• Xi ∼ N(0.125, 7), i = 1, 2, ..., 12

• Οι Xi είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους Κανονικές Τ.Μ.

(i) Για να κερδίσει ο Γιώργος µε διαφορά µεγαλύτερη των 10 πόντων, αυτό συνεπάγεται ότι η
συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή, στο τέλος και των 12 γύρων Xi)
ϑα πρέπει να είναι > 10. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P1 = P (Κερδίζει ο Γιώργος µε διαφορά µεγαλύτερη των 10 πόντων) = P

( 12∑
i=1

Xi > 10

)

Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

12∑
i=1

Xi ∼ N(12 · 0.125, 12 · 7) ≡ N(1.5, 84)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P1, έχουµε:

P1 = P

( 12∑
i=1

Xi > 10

)
= P

(∑12
i=1Xi − 1.5√

84
>

10− 1.5√
84

)
= 1− P

(∑12
i=1Xi − 1.5√

84
≤ 10− 1.5√

84

)
= 1− Φ

(
8.5√
84

)
= 1− 0.8231 = 0.1769
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(ii) Για να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στους 3 πρώτους γύρους είναι µπροστά στο σκορ
κατά 5 πόντους, αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα
(δηλαδή, στο τέλος και των 12 γύρων Xi) ϑα πρέπει να είναι ϑετική υπό την προϋπόθεση ότι
στο τέλος των 3 πρώτων γύρων ήταν ίση µε 5. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής
πιθανότητα:

P2 = P (Κερδίζει ο Γιώργος | στους 3 πρώτους γύρους είναι µπροστά στο σκορ κατά 5 πόντους)

= P

( 12∑
i=1

Xi > 0 | X1 +X2 +X3 = 5

)
= P

(
X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 + 5 > 0

)
= P

(
X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 > −5

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 ∼ N(9 · 0.125, 9 · 7) ≡ N(1.125, 72)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P2, έχουµε:

P2 = P

(
X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 > −5

)
= P

(
X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 − 1.125√

72
>
−5− 1.125√

72

)
= 1− P

(
X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 − 1.125√

72
≤ −5− 1.125√

72

)
= 1− Φ

(
−6.125√

72

)
= 1− 1 + Φ

(
6.125√

72

)
= Φ

(
6.125√

72

)
= 0.7648

(iii) Για να κερδίσει ο Νίκος δεδοµένου ότι στο τέλος του 6-ου γύρου προηγείται µε 5 πόντους,
αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή, στο τέλος
και των 12 περιόδων Xi) ϑα πρέπει να είναι αρνητική υπό την προϋπόθεση ότι στο τέλος του
6-ου γύρου ήταν ίση µε −5. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P3 = P (Κερδίζει ο Νίκος, | στο τέλος του 6-ου γύρου προηγείται µε 5 πόντους)

= P

( 12∑
i=1

Xi < 0 | X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +X6 = −5

)
= P

(
X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 − 5 < 0

)
= P

(
X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 < 5

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 ∼ N(6 · 0.125, 6 · 7) ≡ N(0.75, 42)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P3, έχουµε:
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P3 = P

(
X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 < 5

)
= P

(
X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 − 0.75√

42
<

5− 0.75√
42

)
= P

(
X8 +X9 +X10 +X11 +X12 − 0.75√

42
<

4.25√
42

)
= Φ

(
4.25√

42

)
= 0.7440
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Θέµα 2.5

Ο Γιώργος και ο Νίκος, επιθυµώντας να κάνουν ένα διάλειµµα από την προετοιµασία τους για την
τελική εξέταση του ΗΥ-217 αποφασίζουν να πάνε για σωµατική άσκηση στο δηµοτικό γήπεδο της
πόλης (στέλνοντας πρώτα τον κατάλληλο κωδικό). Ο Κώστας, όντας περισσότερο αγχωµένος σχετικά
µε το διάβασµά του, αποφασίζει να µείνει στο σπίτι του, και σχεδιάζει ένα στατιστικό µοντέλο σχετικά
µε την ¨έξοδο¨ των ϕίλων του.
Πιο συγκεκριµένα, Ο Γιώργος και ο Νίκος ϑα τρέξουν συνολικά 15 γύρους, και σε κάθε γύρο η
διαφορά (σε µέτρα) του Γιώργου από τον Νίκο είναι µία Κανονική Τ.Μ. µε µέση τιµή µ = 0.0625
και διασπορά σ2 = 6. Επίσης, το µοντέλο του Κώστα υποθέτει ότι :

• Οι διαφορές Γιώργου-Νίκου (σε µέτρα) κατά τους 15 γύρους είναι ανεξάρτητες Τ.Μ.

• Τελικός νικητής είναι εκείνος του οποίου οι ¨πόντοι¨ (αθροίζοντας τις επιµέρους διαφορές των
γύρων) είναι περισσότεροι στο τέλος.

• 1 ¨πόντος¨=διαφορά 1 µέτρου.

Στη συνέχεια, εκφράστε την απάντησή σας ϐάσει τιµών της Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής της
Τυπικής Γκαουσιανής, Φ(x).

(i) Ποια η πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος µε διαφορά µικρότερη των 7 πόντων ;

(ii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι µετά τους 5 πρώτους
γύρους είναι πίσω στο σκορ κατά 9 πόντους ;

(iii) Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στο τέλος του 9-ου γύρου
προηγείται µε 2 πόντους ;

Λύση:

΄Εστω Xi η διαφορά των πόντων κάθε γύρου, µεταξύ του Γιώργου και του Νίκου (i = 1, 2, ..., 15).
Τότε, σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, έχουµε ότι :

• Xi ∼ N(0.0625, 6), i = 1, 2, ..., 15

• Οι Xi είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους Κανονικές Τ.Μ.

(i) Για να κερδίσει ο Γιώργος µε διαφορά µικρότερη των 7 πόντων, αυτό συνεπάγεται ότι η συνο-
λική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή, στο τέλος και των 15 γύρων Xi) ϑα
πρέπει να είναι > 0 και < 7. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P1 = P (Κερδίζει ο Γιώργος µε διαφορά µικρότερη των 7 πόντων) = P

(
0 <

15∑
i=1

Xi < 7

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

15∑
i=1

Xi ∼ N(15 · 0.0625, 15 · 6) ≡ N(0.9375, 90)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P1, έχουµε:

P1 = P

(
0 <

15∑
i=1

Xi < 7

)
= P

(
0− 0.9375√

90
<

∑15
i=1Xi − 0.9375√

90
<

7− 0.9375√
90

)

= P

(
−0.9375√

90
<

∑15
i=1Xi − 0.9375√

90
<

6.0625√
90

)
= Φ

(
6.0625√

90

)
− Φ

(
−0.9375√

90

)
= Φ

(
6.0625√

90

)
− 1 + Φ

(
−0.9375√

90

)
= 0.7386− 1 + 0.5394 = 0.278
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(ii) Για να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι µετά τους 5 πρώτους γύρους είναι πίσω στο σκορ
κατά 9 πόντους, αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα
(δηλαδή, στο τέλος και των 15 γύρων Xi) ϑα πρέπει να είναι ϑετική υπό την προϋπόθεση ότι
στο τέλος των 5 πρώτων γύρων ήταν ίση µε −9. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής
πιθανότητα:

P2 = P (Κερδίζει ο Γιώργος | στους 5 πρώτους γύρους είναι πίσω στο σκορ κατά 9 πόντους)

= P

( 15∑
i=1

Xi > 0 | X1 +X2 +X3 +X4 +X5 = −9

)
= P

(
X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 − 9 > 0

)
= P

(
X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 > 9

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X6+X7+X8+X9+X10+X11+X12+X13+X14+X15 ∼ N(10·0.0625, 10·6) ≡ N(0.625, 60)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P2, έχουµε:

P2 = P

(
X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 > 9

)
= P

(
X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 − 0.625√

60
>

9− 0.625√
60

)
= 1− P

(
X6 +X7 +X8 +X9 +X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 − 0.625√

60
≤ 9− 0.625√

60

)
= 1− Φ

(
8.375√

60

)
= 1− 0.8602 = 0.1398

(iii) Για να κερδίσει ο Γιώργος δεδοµένου ότι στο τέλος του 9-ου γύρου προηγείται µε 2 πόντους,
αυτό συνεπάγεται ότι η συνολική διαφορά των πόντων στο τέλος του αγώνα (δηλαδή, στο τέλος
και των 15 γύρων Xi) ϑα πρέπει να είναι ϑετική υπό την προϋπόθεση ότι στο τέλος του 9-ου
γύρου ήταν ίση µε 2. ΄Αρα, επιθυµούµε να υπολογίσουµε την εξής πιθανότητα:

P3 = P (Κερδίζει ο Γιώργος, | στο τέλος του 9-ου γύρου προηγείται µε 2 πόντους)

= P

( 15∑
i=1

Xi > 0 | X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +X6 +X7 +X8 +X9 = 2

)
= P

(
X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 + 2 > 0

)
= P

(
X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 > −2

)
Με ϐάση τις ιδιότητες της Κανονικής Κατανοµής, έχουµε:

X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 ∼ N(6 · 0.0625, 6 · 6) ≡ N(0.375, 36)

Συνεπώς, για τον υπολογισµό της P3, έχουµε:
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P3 = P

(
X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 > −2

)
= P

(
X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 − 0.375√

36
>
−2− 0.375√

36

)
= 1− P

(
X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X15 − 0.375√

36
≤ −2− 0.375√

36

)
= 1− Φ

(
−2.375√

36

)
= 1− 1 + Φ

(
2.375√

36

)
= Φ

(
2.375√

36

)
= 0.6539


