
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-217: Πιθανότητες-Χειµερινό Εξάµηνο 2019-2020

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Φροντιστήριο 9

΄Ασκηση 1

΄Εστω ότι η διάρκεια Ϲωής σε χρόνια µίας οθόνης Η/Υ µοντελοποιείται ως µία συνεχής Τ.Μ. X, µε
Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας PDF που δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

fX(x) =

{
0 x < 0

e−x x ≥ 0

(i) Να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση της fX(x).

(ii) Να αποδείξετε ότι ισχύει η Συνθήκη Κανονικοποίησης :
∫ +∞
−∞ fX(x)dx = 1.

(iii) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (1 ≤ X ≤ 2).

(iv) Να υπολογιστεί η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF), FX(x), και να γίνει η
γραφική της παράσταση.

(v) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (X ≥ 1).

Λύση

(i) Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της fX(x) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική
παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [−5, 5]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x).

(ii) Η fX(x) είναι µία έγκυρη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, καθώς ικανοποιεί την Συν-
ϑήκη Κανονικοποίησης :

∫ +∞

−∞
fX(x)dx =

∫ 0

−∞
fX(x)dx+

∫ +∞

0
fX(x)dx =

∫ 0

−∞
0dx+

∫ +∞

0
e−xdx

=

∫ +∞

0
e−xdx = −

[
e−x

]+∞

0

= −(0− 1) = 1



Πιθανότητες - 2019/Φροντιστήριο 9 2

(iii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P (1 ≤ X ≤ 2) =

∫ 2

1
fX(x)dx =

∫ 2

1
e−xdx = −

[
e−x

]2

1

= e−1 − e−2

(iv) Με γνωστή την Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής
δίνεται από τον εξής τύπο:

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

Σύµφωνα µε τον τύπο της δοσµένης Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας, ϑεωρούµε τις εξής
περιπτώσεις :

(a) Για x < 0⇔ FX(x) =
∫ x
−∞ fX(t)dt =

∫ x
−∞ 0dt = 0

(b) Για x ≥ 0⇔

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
fX(t)dt+

∫ x

0
fX(t)dt =

∫ x

−∞
0dt+

∫ x

0
e−tdt

=

∫ x

0
e−tdt = −

[
e−t

]x
0

= −(e−x − e0) = 1− e−x

΄Αρα, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (CDF) ϑα είναι τελικά:

FX(x) =

{
0 x < 0

1− e−x x ≥ 0

Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της FX(x) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική
παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [−5, 5]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 2.
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Σχήµα 2: Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής FX(x).

(v) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P (X ≥ 1) =

∫ +∞

1
fX(x)dx =

∫ +∞

1
e−xdx = −

[
e−x

]+∞

1

= e−1
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΄Ασκηση 2

΄Εστω συνεχής Τ.Μ. X, µε Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF) που δίνεται από τον
παρακάτω τύπο:

FX(x) =

{
c− 4

x2 x ≥ 2

0 x < 2

, όπου c σταθερά µε c ∈ R. Να υπολογιστούν :

(i) Η σταθερά c.

(ii) Η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) της Τ.Μ. X, fX(x).

(iii) Η µέση τιµή της Τ.Μ. X, E[X].

Λύση

Παρατήρηση: Στην περίπτωση που δίνεται η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής µίας Τ.Μ. X,
και όχι η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας αυτής, η Συνθήκη Κανονικοποίησης λαµβάνει την
ακόλουθη µορφή: {

limx→−∞ FX(x) = 0

limx→+∞ FX(x) = 1

(i) Σύµφωνα µε την ϑεωρία, ϑα πρέπει να ισχύει η Συνθήκη Κανονικοποίησης. Με ϐάση την
δοσµένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, έχουµε:

lim
x→+∞

FX(x) = 1⇔ lim
x→+∞

(c− 4

x2
) = 1⇔ c = 1

΄Αρα, τελικά, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF) ϑα δίνεται από τον τύπο:

FX(x) =

{
1− 4

x2 x ≥ 2

0 x < 2

(ii) Με γνωστή την Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας
δίνεται από τον εξής τύπο:

fX(x) =
dFX(x)

dx

Με ϐάση την δοσµένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, έχουµε:

fX(x) =

{
8
x3 x ≥ 2

0 x < 2

(iii) Με ϐάση τον τύπο ορισµού της µέσης τιµής, έχουµε:

E[X] =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ +∞

2
xfX(x)dx =

∫ +∞

2
x · ( 8

x3
)dx

=

∫ +∞

2

8

x2
dx = 8

[
− 1

x

]+∞

2

= 8(0 +
1

2
) =

8

2
= 4
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΄Ασκηση 3

΄Εστω συνεχής Τ.Μ. X, µε Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) η γραφική παράσταση
της οποίας (περιορισµένη στο διάστηµα [−3, 3]) ϕαίνεται στο Σχήµα 3 (όπου α σταθερά µε α ∈ R).
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Σχήµα 3: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x).

Να υπολογιστούν :

(i) Η σταθερά α.

(ii) Η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF), FX(x).

(iii) Η µέση τιµή της Τ.Μ. X, E[X].

(iv) Η διασπορά της Τ.Μ. X, V AR[X].

Λύση

(i) Αρχικά, προσδιορίζουµε τον τύπο της Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX(x), µε ϐάση
το Σχήµα 4. Πιο συγκεκριµένα, έχουµε:

fX(x) =


0 x < 0

α 0 ≤ x ≤ 1

c · x+ d 1 ≤ x ≤ 2

0 x > 2

Παρατήρηση: Η fX(x), εκτός από την προσδιοριστέα σταθερά α, εκφράζεται επιπλέον συ-
ναρτήσει των παραµέτρων c, d. Ως εκ τούτου, οι παράµετροι c, d ϑα πρέπει να εκφραστούν
συναρτήσει της σταθεράς α, µε ϐάση του τύπο της fX(x).

Με ϐάση το Σχήµα 3, παρατηρούµε ότι ισχύουν οι σχέσεις :{
fX(1) = α⇒ c+ d = α

fX(2) = 0⇒ 2 · c+ d = 0

Επιλύοντας το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων µε αγνώστους τα c, d, ϐρίσκουµε ότι :{
c = −α
d = 2α
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Αντικαθιστώντας τα c, d, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX(x), ϑα δίνεται από τον
τύπο:

fX(x) =


0 x < 0

α 0 ≤ x ≤ 1

−αx+ 2α 1 ≤ x ≤ 2

0 x > 2

Για να είναι η fX(x) είναι µία έγκυρη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, ϑα πρέπει να
ικανοποιεί την Συνθήκη Κανονικοποίησης :

∫ +∞

−∞
fX(x)dx = 1⇔

∫ 0

−∞
fX(x)dx+

∫ 1

0
fX(x)dx+

∫ 2

1
fX(x)dx+

∫ +∞

2
fX(x)dx = 1

⇔
∫ 0

−∞
0dx+

∫ 1

0
αdx+

∫ 2

1
(−αx+ 2α)dx+

∫ +∞

2
0dx = 1⇔ α ·

[
x

]1

0

− α ·
[
x2

2

]2

1

+ 2α ·
[
x

]2

1

= 1

⇔ α · (1− 0)− α · (2− 1

2
) + 2α · (2− 1) = 1⇔ α− 3α

2
+ 2α = 1⇔ 3α− 3α

2
= 1⇔ 3α

2
= 1⇔ α =

2

3

Παρατήρηση: Η προσδιοριστέα σταθερά α ϑα µπορούσε να υπολογιστεί εναλλακτικά, απαι-
τώντας το εµβαδόν µεταξύ της fX(x) και του άξονα x′x να ισούται µε 1:

EΤραπεζίου = 1⇔ (2 + 1) · α
2

= 1⇔ 3α

2
= 1⇔ α =

2

3

΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX(x), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fX(x) =


0 x < 0
2
3 0 ≤ x ≤ 1

−2
3x+ 4

3 1 ≤ x ≤ 2

0 x > 2

(ii) Με γνωστή την Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής
δίνεται από τον εξής τύπο:

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

Σύµφωνα µε τον τύπο της δοσµένης Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας, ϑεωρούµε τις εξής
περιπτώσεις :

(a) Για x < 0⇔ FX(x) =
∫ x
−∞ fX(t)dt =

∫ x
−∞ 0dt = 0

(b) Για 0 ≤ x < 1⇔

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
0dt+

∫ x

0

2

3
dt =

∫ x

0

2

3
dt =

2

3

[
t

]x
0

=
2x

3

(c) Για 1 ≤ x < 2⇔

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
0dt+

∫ 1

0

2

3
dt+

∫ x

1
(−2

3
t+

4

3
)dt =

∫ 1

0

2

3
dt+

∫ x

1
(−2

3
t+

4

3
)dt

=
2

3

[
t

]1

0

− 2

3

[
t2

2

]x
1

+
4

3

[
t

]x
1

=
2

3
(1− 0)− 2

3
(
x2

2
− 1

2
) +

4

3
(x− 1)

=
2

3
− x2

3
+

1

3
+

4x

3
− 4

3
= −x

2

3
+

4x

3
− 1

3
=

1

3
(−x2 + 4x− 1) = −1

3
(x2 − 4x+ 1)
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(d) Για x ≥ 2⇔

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
0dt+

∫ 1

0

2

3
dt+

∫ 2

1
(−2

3
t+

4

3
)dt+

∫ x

2
0dt =

∫ 1

0

2

3
dt+

∫ 2

1
(−2

3
t+

4

3
)dt

=
2

3

[
t

]1

0

− 2

3

[
t2

2

]2

1

+
4

3

[
t

]2

1

=
2

3
(1− 0)− 2

3
(2− 1

2
) +

4

3
(2− 1) =

2

3
− 1 +

4

3
=

6

3
− 1 = 2− 1 = 1

΄Αρα, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (CDF) ϑα είναι τελικά:

FX(x) =


0 x < 0
2x
3 0 ≤ x < 1

−1
3(x2 − 4x+ 1) 1 ≤ x < 2

1 x ≥ 2

(iii) Με ϐάση τον τύπο ορισµού της µέσης τιµής, έχουµε:

E[X] =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ 0

−∞
x · 0dx+

∫ 1

0
x · 2

3
dx+

∫ 2

1
x · (−2

3
x+

4

3
)dx+

∫ +∞

2
x · 0dx

=

∫ 1

0
x · 2

3
dx+

∫ 2

1
x · (−2

3
x+

4

3
)dx =

∫ 1

0

2

3
xdx+

∫ 2

1
(−2

3
x2 +

4

3
x)dx

=
2

3

[
x2

2

]1

0

− 2

3

[
x3

3

]2

1

+
4

3

[
x2

2

]2

1

=
2

3
(
1

2
− 0)− 2

3
(
8

3
− 1

3
) +

4

3
(2− 1

2
) =

1

3
− 14

9
+ 2 =

7

9

(iv) Για τον υπολογισµό της διασποράς της Τ.Μ. X, V AR[X], ϑα χρησιµοποιήσουµε την γνωστή
από την ϑεωρία σχέση:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2

Για τον υπολογισµό της ϱοπής 2ας τάξεως, E[X2], έχουµε:

E[X2] =

∫ +∞

−∞
x2fX(x)dx =

∫ 0

−∞
x2 · 0dx+

∫ 1

0
x2 · 2

3
dx+

∫ 2

1
x2 · (−2

3
x+

4

3
)dx+

∫ +∞

2
x2 · 0dx

=

∫ 1

0
x2 · 2

3
dx+

∫ 2

1
x2 · (−2

3
x+

4

3
)dx =

∫ 1

0

2

3
x2dx+

∫ 2

1
(−2

3
x3 +

4

3
x2)dx

=
2

3

[
x3

3

]1

0

− 2

3

[
x4

4

]2

1

+
4

3

[
x3

3

]2

1

=
2

3
(
1

3
− 0)− 2

3
(
16

4
− 1

4
) +

4

3
(
8

3
− 1

3
) =

2

9
− 30

12
+

28

9
=

30

36
=

5

6

΄Αρα, η διασπορά της Τ.Μ. X, V AR[X] ϑα είναι τελικά:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2 =
5

6
− (

7

9
)2 =

5

6
− 49

81
=

111

486
=

37

162

΄Ασκηση 4

Θεωρείστε ένα τρίγωνο µε ύψος H. ΄Εστω ότι X είναι η απόσταση από τη ϐάση µέχρι ένα ση-
µείο το οποίο επιλέγεται µέσα στο τρίγωνο σύµφωνα µε έναν οµοιόµορφο νόµο πιθανότητας. Να
υπολογιστούν :

(i) Η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF), FX(x).

(ii) Η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF), fX(x).
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Λύση

΄Εστω ABΓ το δοσµένο τρίγωνο, που ϕαίνεται στο Σχήµα 4.

0 B

0

x

H A

Z EO

Σχήµα 4: Υπολογισµός Αθροιστικής Συνάρτησης Κατανοµής FX(x).

• Η ϐάση του τριγώνου ABΓ έχει µήκος (BΓ)

• Το ύψος του τριγώνου ABΓ είναι ίσο µε H

• Ως εκ τούτου, το εµβαδόν του τριγώνου ABΓ ϑα είναι :

EABΓ =
(BΓ) ·H

2

(i) Από το τυχαία επιλεγµένο σηµείο (έστω O) σε ύψος x, ϕέρνουµε παράλληλη ευθεία προς τη
ϐάση του τριγώνου ABΓ, και έστω AZE το τρίγωνο που δηµιουργείται ως εκ τούτου (και
ϕαίνεται στο Σχήµα 4).

• Τα τρίγωνα ABΓ και AZE είναι όµοια (∠A κοινή και ∠B = ∠Z/∠A κοινή και (AZ)
(AB) =

(AE)
(AΓ) ), άρα η ϐάση του AZE έχει µήκος που ϑα δίνεται από την σχέση:

(BΓ)

(ZE)
=

H

H − x
⇒ (ZE) =

(BΓ) · (H − x)

H

• Το ύψος του τριγώνου AZE είναι ίσο µε H − x
• Ως εκ τούτου, το εµβαδόν του τριγώνου AZE ϑα είναι :

EAZE =
(BΓ)·(H−x)

H · (H − x)

2
=

(BΓ) · (H − x)2

2H

(a) Για x < 0⇒ FX(x) = 0

(b) Για 0 ≤ x ≤ H ⇒ FX(x) = 1− P (X > x) = 1− EAZE
EABΓ

= 1−
(BΓ)·(H−x)2

2H
(BΓ)·H

2

= 1− (H−xH )2

(c) Για x > H ⇒ FX(x) = 1

΄Αρα, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (CDF) ϑα είναι τελικά:

FX(x) =


0 x < 0

1− (H−xH )2 0 ≤ x ≤ H
1 x > H
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(ii) Με γνωστή την Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας
δίνεται από τον εξής τύπο:

fX(x) =
dFX(x)

dx

Με ϐάση την δοσµένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, έχουµε:

fX(x) =

{
2(H−x)
H2 0 ≤ x ≤ H

0 αλλιώς

΄Ασκηση 5

΄Εστω συνεχής Τ.Μ. X, η οποία ακολουθεί την Εκθετική Κατανοµή µε E[X] = 1.

(i) Να υπολογιστεί η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF), FX(x).

(ii) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (X < 1).

(iii) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (X ≥ 1).

(iv) Αν ισχύει η σχέση P (X > c) = 0.95, όπου c σταθερά µε c ∈ R, να υπολογιστεί η σταθερά c.

Λύση

(i) Από την ϑεωρία γνωρίζουµε ως όταν η συνεχής Τ.Μ. X ακολουθεί Εκθετική Κατανοµή, η
Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) αυτής ϑα δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

fX(x) =

{
0 x < 0

λ · e−λx x ≥ 0

Επίσης, είναι γνωστό πως όταν η συνεχής Τ.Μ.X ακολουθεί Εκθετική Κατανοµή, η µέση τιµή
της δίνεται από τον τύπο:

E[X] =
1

λ

Με ϐάση την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι E[X] = 1 από την εκφώνηση της άσκησης,
έχουµε:

E[X] = 1⇒ 1

λ
= 1⇒ λ = 1

΄Αρα, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) ϑα είναι τελικά:

fX(x) =

{
0 x < 0

e−x x ≥ 0

Με γνωστή την Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής
δίνεται από τον εξής τύπο:

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

Σύµφωνα µε τον τύπο της δοσµένης Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας, ϑεωρούµε τις εξής
περιπτώσεις :
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(a) Για x < 0⇔ FX(x) =
∫ x
−∞ fX(t)dt =

∫ x
−∞ 0dt = 0

(b) Για x ≥ 0⇔

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
fX(t)dt+

∫ x

0
fX(t)dt =

∫ x

−∞
0dt+

∫ x

0
e−tdt

=

∫ x

0
e−tdt = −

[
e−t

]x
0

= −(e−x − e0) = 1− e−x

΄Αρα, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (CDF) ϑα είναι τελικά:

FX(x) =

{
0 x < 0

1− e−x x ≥ 0

(ii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P (X < 1) =

∫ 1

−∞
fX(x)dx =

∫ 0

−∞
0dx+

∫ 1

0
e−xdx =

∫ 1

0
e−xdx = −

[
e−x

]1

0

= −(e−1−e0) = 1−e−1

(iii) Εκµεταλλευόµενοι ϐασικές έννοιες της ϑεωρίας πιθανοτήτων, έχουµε:

P (X ≥ 1) = 1− P (X < 1) = 1− (1− e−1) = 1− 1 + e−1 = e−1

(iv) Εκµεταλλευόµενοι τις ιδιότητες της Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας, έχουµε:

P (X > c) = 0.95⇒
∫ +∞

c
fX(x)dx = 0.95⇒

∫ +∞

c
e−xdx = 0.95

⇒ −
[
e−x

]+∞

c

= 0.95⇒ −(0− e−c) = 0.95⇒ e−c = 0.95

⇒ −c = ln(0.95)⇒ c = − ln(0.95)⇒ c = −(−0.0513)⇒ c = 0.0513

΄Ασκηση 6

΄Εστω X συνεχής Τ.Μ. µε Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) που δίνεται από τον
παρακάτω τύπο:

fX(x) =

{
α(1− x) 0 ≤ x ≤ 1

0 αλλιώς

, όπου α σταθερά µε α ∈ R

(i) Να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση της fX(x).

(ii) Να υπολογιστεί η σταθερά α.

(iii) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (6X2 > 5X − 1).

(iv) Να υπολογιστεί η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF), FX(x).
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Λύση

(i) Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της fX(x) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική
παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [−2, 2]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 5.

-2 -1 0 1 2

x

0

1

f X
(x

)

Probability Density Function

Σχήµα 5: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x).

(ii) Για να είναι η fX(x) είναι µία έγκυρη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, ϑα πρέπει να
ικανοποιεί την Συνθήκη Κανονικοποίησης :

∫ +∞

−∞
fX(x)dx = 1⇔

∫ 0

−∞
fX(x)dx+

∫ 1

0
fX(x)dx+

∫ +∞

1
fX(x)dx = 1

⇔
∫ 0

−∞
0dx+

∫ 1

0
α(1− x)dx+

∫ +∞

1
0dx = 1⇔

∫ 1

0
α(1− x)dx = 1⇔ α

([
x

]1

0

−
[
x2

2

]1

0

)
= 1

⇔ α

[(
1− 0

)
−
(

1

2
− 0

)]
= 1⇔ α(1− 1

2
) = 1⇔ a

2
= 1⇔ α = 2

Παρατήρηση: Η προσδιοριστέα σταθερά a ϑα µπορούσε να υπολογιστεί εναλλακτικά, απαι-
τώντας το εµβαδόν µεταξύ της fX(x) και του άξονα x′x να ισούται µε 1:

EΤριγώνου = 1⇔ 1 · α
2

= 1⇔ α

2
= 1⇔ α = 2

΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX(x), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fX(x) =

{
2(1− x) 0 ≤ x ≤ 1

0 αλλιώς

(iii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, έχουµε:
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P (6X2 > 5X − 1) = P (6X2 − 5X + 1 > 0) = P

[
6(X − 1

2
)(x− 1

3
) > 0

]
= P

(
X > 1/3 ∩X > 1/2

)
+ P

(
X < 1/3 ∩X < 1/2

)
= P (X > 1/2) + P (X < 1/3)

=

∫ 1

1
2

fX(x)dx+

∫ 1
3

0
fX(x)dx =

∫ 1

1
2

2(1− x)dx+

∫ 1
3

0
2(1− x)dx

= 2

([
x

]1

1
2

−
[
x2

2

]1

1
2

)
+ 2

([
x

] 1
3

0

−
[
x2

2

] 1
3

0

)
= 2

[(
1− 1

2

)
−
(

1

2
− 1

8

)]
+ 2

[(
1

3
− 0

)
−
(

1

18
− 0

)]
= 2

(
1

2
− 3

8

)
+ 2

(
1

3
− 1

18

)
= 2(

1

8
) + 2(

5

18
) =

1

4
+

5

9
=

29

36

(iv) Με γνωστή την Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής
δίνεται από τον εξής τύπο:

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

Σύµφωνα µε τον τύπο της δοσµένης Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας, ϑεωρούµε τις εξής
περιπτώσεις :

(a) Για x < 0⇔ FX(x) =
∫ x
−∞ fX(t)dt =

∫ x
−∞ 0dt = 0

(b) Για 0 ≤ x < 1⇔

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
fX(t)dt+

∫ x

0
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
0dt+

∫ x

0
2(1− t)dt =

∫ x

0
2(1− t)dt

= 2

([
t

]x
0

−
[
t2

2

]x
0

)
= 2

[(
x− 0

)
−
(
x2

2
− 0

)]
= 2

(
x− x2

2

)
= −x2 + 2x

(c) Για x ≥ 1⇔

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
fX(t)dt+

∫ 1

0
fX(t)dt+

∫ +∞

1
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
0dt+

∫ 1

0
2(1− t)dt+

∫ +∞

1
0dt

=

∫ 1

0
2(1− t)dt = 2

([
t

]1

0

−
[
t2

2

]1

0

)
= 2

[(
1− 0

)
−
(

1

2
− 0

)]
= 2

(
1− 1

2

)
=

2

2
= 1

΄Αρα, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (CDF) ϑα είναι τελικά:

FX(x) =


0 x < 0

−x2 + 2x 0 ≤ x < 1

1 x ≥ 1

΄Ασκηση 7

Θεωρείστε 2 Τ.Μ. Y και Z, και µία Τ.Μ. X η οποία είναι ίση µε την Y µε πιθανότητα p και µε την
Z µε πιθανότητα 1− p.

(i) Να αποδείξετε ότι η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) της Τ.Μ. X, fX(x),
δίνεται από τον τύπο:

fX(x) = pfY (x) + (1− p)fZ(x)
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(ii) Να υπολογιστεί η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF), FX(x), της δίπλευρης
εκθετικής Τ.Μ., η οποία έχει ΣΠΠ που δίνεται από τον τύπο:

fX(x) =

{
pλeλx x < 0

(1− p)λe−λx x ≥ 0

Λύση

(i) Από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας, έχουµε:

FX(x) = P (X ≤ x) = pP (Y ≤ x) + (1− p)P (Z ≤ x) = pFY (x) + (1− p)FZ(x)

Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση ως προς x, λαµβάνουµε την fX(x):

fX(x) =
dFX(x)

dx
= p

dFY (x)

dx
+ (1− p)dFZ(x)

dx
= pfY (x) + (1− p)fZ(x)

(ii) ΄Εστω οι Τ.Μ. Y και Z, οι οποίες έχουν ΣΠΠ που δίνονται (αντίστοιχα) από τους εξής τύπους :

fY (y) =

{
λeλy y < 0

0 y ≥ 0
fZ(z) =

{
0 z < 0

λe−λz z ≥ 0

Παρατηρουµε ότι οι Τ.Μ. −Y και Z ακολουθούν εκθετική κατανοµή. Χρησιµοποιώντας την
Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής (ΑΣΚ) (CDF), FX(x), της εκθετικής Τ.Μ., λαµβάνουµε την
(CDF) των Y και Z (αντίστοιχα) από τους εξής τύπους :

FY (y) =

{
eλy y < 0

1 y ≥ 0
FZ(z) =

{
0 z < 0

1− e−λz z ≥ 0

Παρατηρουµε ότι ισχύει η σχέση:

fX(x) = pfY (x) + (1− p)fZ(x)⇒ FX(x) = pFY (x) + (1− p)FZ(x)

΄Αρα, τελικά, έχουµε:

FX(x) =

{
peλx x < 0

p+ (1− p)(1− e−λx) x ≥ 0
⇒ FX(x) =

{
peλx x < 0

1− (1− p)e−λx x ≥ 0


