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Φροντιστήριο 5

΄Ασκηση 1

Το πείραµά µας συνίσταται στη ϱίψη 3 ῾῾τίµιων᾿᾿ κερµάτων. Συµβολίζουµε µε X τον αριθµό που
µας λέει πόσες ϕορές εµφανίστηκε κορώνα. Να ϐρεθούν οι τιµές που παίρνει η Τ.Μ. X και να
υπολογιστεί η Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) (PMF), pX(x), αυτής.

Λύση

΄Εστω τα ενδεχόµενα: Κ={έρχεται κορώνα} και Γ={έρχεται γράµµατα}.

Τα κέρµατα είναι ῾῾τίµια᾿᾿, άρα P (K) =
1

2
και P (Γ) =

1

2
.

Η Τ.Μ. X λαµβάνει τις τιµές x = 0, 1, 2, 3, καθώς µπορεί να εµφανιστεί κορώνα από 0 − 3 ϕορές
συνολικά. Βρίσκουµε λοιπόν αναλυτικά:

• pX(0) = P (X = 0) = P ({Γ, Γ, Γ}) = P (Γ) · P (Γ) · P (Γ) =
1

2
· 1

2
· 1

2
=

1

8

• pX(1) = P (X = 1) = P ({Κ, Γ, Γ}) + P ({Γ,Κ, Γ}) + P ({Γ, Γ,Κ}) =
1

8
+

1

8
+

1

8
=

3

8

• pX(2) = P (X = 2) = P ({Κ,Κ, Γ}) + P ({Κ, Γ,Κ}) + P ({Γ,Κ,Κ}) =
1

8
+

1

8
+

1

8
=

3

8

• pX(3) = P (X = 3) = P ({Κ,Κ,Κ}) = P (Κ) · P (Κ) · P (Κ) =
1

2
· 1

2
· 1

2
=

1

8

΄Αρα, η PMF ϑα είναι :

pX(x) =



1

8
x = 0, 3

3

8
x = 1, 2

0 αλλού

Παρατήρηση: Η pX(x) είναι µία έγκυρη Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας), καθώς ικανοποιεί την
Συνθήκη Κανονικοποίησης : ∑

x

pX(x) =
1

8
+

3

8
+

3

8
+

1

8
= 1

Η γραφική της παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [−5, 5]) ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) pX(x).

΄Ασκηση 2

΄Εστω διακριτή τυχαία µεταβλητή X µε PMF:

pX(x) = c · x, x = 1, 2, ... n

Να υπολογιστεί η σταθερά c.

Λύση

Θα πρέπει να ισχύει η Συνθήκη Κανονικοποίησης :

∑
x

pX(x) = 1⇒
n∑
x=1

c · x = 1⇒ c ·
n∑
x=1

x = 1⇒ c · n(n+ 1)

2
= 1⇒ c =

2

n(n+ 1)

Παρατήρηση: Για την εύρεση του αθροίσµατος
n∑
x=1

x χρησιµοποιήθηκε ο τύπος υπολογισµού του

αθροίσµατος n πρώτων όρων αριθµητικής προόδου:

n∑
x=1

x =
n(n+ 1)

2

΄Ασκηση 3 Το ένα δέκατο των εργαλείων που κατασκευάζει µία εταιρεία είναι ελαττωµατικά. Υπο-
λογίστε την πιθανότητα, σε ένα τυχαίο δείγµα 10 εργαλείων να ϐγουν 2 ακριβώς εργαλεία ελαττω-
µατικά:

(i) Χρησιµοποιώντας τη ∆ιωνυµική Κατανοµή.

(ii) Προσεγγίζοντας τη ∆ιωνυµική Κατανοµή µε µία Κατανοµή Poisson.
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Λύση

(i) Σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, η πιθανότητα επιλογής ελαττωµατικού εργαλείου
είναι p = 0.1.

Εαν η τυχαία µεταβλητή X παριστάνει το πλήθος των ελαττωµατικών εργαλείων σε δείγµα 10
εργαλείων, τότε η ∆ιωνυµική Κατανοµή δίνει :

P (X = 2) =

(
10

2

)
· 0.12 · 0.98 = 45 · 0.01 · 0.43 ≈ 0.194

(ii) Η Κατανοµή Poisson που προσεγγίζει τη ∆ιωνυµική αυτή Κατανοµή έχει :

λ = n · p = 10 · 0.1 = 1

΄Αρα, στην περίπτωση αυτή, έχουµε:

P (X = x) =
e−λ · λx

x!
και P (X = 2) =

e−1 · 12

2!
≈ 0.184

Παρατήρηση: Η προσέγγιση κατά Poisson, γενικά αποδίδει καλύτερα αποτελέσµατα στις περι-
πτώσεις που n→∞ και p→ 0.

΄Ασκηση 4

Η πιθανότητα να αντιδράσει άσχηµα ένας ασθενής σε µία ένεση είναι 0.001. Εάν η ένεση γίνει σε
2000 ασθενείς, υπολογίστε την πιθανότητα να αντιδράσουν άσχηµα:

(i) Ακριβώς 3 ασθενείς.

(ii) Περισσότεροι από 2 ασθενείς.

Λύση

΄Εστω τυχαία µεταβλητήX που παριστάνει το πλήθος των ασθενών που ϑα αντιδράσουν άσχηµα. ΗX
έχει ∆ιωνυµική Κατανοµή, αλλά, επειδή η ¨άσχηµη αντίδραση¨ είναι σπάνιο γεγονός (συνδυαστικά
µε το γεγονός ότι έχουµε ένα αρκούντως µεγάλο δείγµα ασθενών), µπορούµε να δεχθούµε ότι
ακολουθεί κατανοµή Poisson. Οπότε, έχουµε:

P (X = x) =
e−λ · λx

x!
, όπου λ = n · p = 2000 · 0.001 = 2

Με ϐάση την προσέγγιση αυτή, έχουµε:

(i)

P (X = 3) =
e−2 · 23

3!
≈ 0.18

(ii)

P (X > 2) = 1− [P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2)] = 1− (
e−2 · 20

0!
+
e−2 · 21

1!
+
e−2 · 22

2!
)

= 1− (
e−2 · 1

1
+
e−2 · 2

1
+
e−2 · 4

2
) = 1− 5e−2 ≈ 0.323

Παρατήρηση: ΄Ενας ακριβής υπολογισµός των ίδιων πιθανοτήτων µε τη χρήση της ∆ιωνυµικής
Κατανοµής ϑα περιλάµβανε πολύ περισσότερο κόπο, δεδοµένων των πολύ µεγάλων υπολογισµών
που ϑα προέκυπταν (π.χ. 2000! κτλ.).
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΄Ασκηση 5

(i) Θεωρείστε µία ∆ιωνυµική Τυχαία ΜεταβλητήX, µε παραµέτρους n και p. ΄Εστω k∗ ο µέγιστος
ακέραιος ο οποίος είναι µικρότερος ή ίσος του (n + 1)p. ∆είξτε ότι η PMF, pX(k), είναι
µονοτονικά µη-ϕθίνουσα ως προς k στο διάστηµα [0, k∗), και είναι µονοτονικά ϕθίνουσα ως
προς k για k ≥ k∗

(ii) ΄Εστω ότι X είναι µία Τυχαία Μεταβλητή Poisson, µε παράµετρο λ. ∆είξτε ότι η PMF, pX(k),
αυξάνει µονοτονικά ως προς k µέχρι το σηµείο όπου το k ισούται µε τον µέγιστο ακέραιο που
δεν ξεπερνά την λ, και µετά το σηµείο αυτό είναι µονοτονικά ϕθίνουσα ως προς k.

Λύση

(i) Για k = 1, 2, ..., n, έχουµε:

pX(k)

pX(k − 1)
=

(
n
k

)
· pk · (1− p)n−k(

n
k−1
)
· pk−1 · (1− p)n−k+1

=
(n− k + 1) · p
k · (1− p)

=
(n+ 1)p− kp

k − kp

• Αν k ≤ k∗, τότε k ≤ (n+ 1)p. Ισοδύναµα: k− kp ≤ (n+ 1)p− kp, συνεπώς ο παραπάνω
λόγος είναι µεγαλύτερος ή ίσος του 1. Ως εκ τούτου, η pX(k) είναι µονοτονικά µη-
ϕθίνουσα στο εν λόγω διάστηµα.

• Αν k > k∗, τότε ο παραπάνω λόγος είναι µικρότερος του 1. Ως εκ τούτου, η pX(k) είναι
µονοτονικά ϕθίνουσα στο εν λόγω διάστηµα.

(ii) Χρησιµοποιώντας τον τύπο για την Poisson PMF, για k ≥ 1, έχουµε:

pX(k)

pX(k − 1)
=
λk · e−λ

k!
· (k − 1)!

λk−1 · e−λ
=
λ

k

• Αν k ≤ λ, τότε ο παραπάνω λόγος είναι µεγαλύτερος του 1. Ως εκ τούτου, η pX(k) είναι
µονοτονικά αύξουσα στο εν λόγω διάστηµα.

• Αν k > λ, τότε ο παραπάνω λόγος είναι µικρότερος του 1. Ως εκ τούτου, η pX(k) είναι
µονοτονικά ϕθίνουσα στο εν λόγω διάστηµα.

΄Ασκηση 6

΄Ενας αφηρηµένος λογιστής έχει στην τσέπη του n κλειδιά, από τα οποία µόνο 1 (δε ϑυµάται ποιο...)
ταιριάζει στην πόρτα του γραφείου του. Επιλέγει τυχαία ένα κλειδί και το δοκιµάζει στην κλειδαριά.
Αν δεν ταιριάζει, επιλέγει ένα άλλο και ξαναπροσπαθεί µέχρις ότου επιλέξει το σωστό κλειδί και
ξεκλειδώσει την πόρτα του. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή X ως το πλήθος των κλειδιών που
δοκιµάζει (συµπεριλαµβανοµένου και του τελευταίου µε το οποίο ανοίγει τελικά την πόρτα). Να
υπολογιστεί η Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) pX(k), αν για κάθε κλειδί το οποίο δεν ανοίγει την
πόρτα, το τοποθετεί ξανά πίσω στην τσέπη του.

Λύση

΄Οταν ο λογιστής ϐάζει πίσω στην τσέπη του το λάθος κλειδί, δηλαδή επιλέγει µε επανάθεση, έχουµε

ουσιαστικά µία ακολουθία Ανεξάρτητων ∆οκιµών Bernoulli, µε πιθανότητα επιτυχίας p =
1

n
και

αποτυχίας 1− p = 1− 1

n
.

Συνεπώς, η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί Γεωµετρική Κατανοµή, και κατ΄ επέκταση η Ϲητούµενη
Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) ϑα είναι :

pX(k) = (1− p)k−1 · p = (1− 1

n
)k−1 · 1

n
, k = 1, 2, 3, ...
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΄Ασκηση 7

Σε µία τηλεφωνική συνοµιλία, κατά τη διάρκεια κάθε λεπτού υπάρχει µία πιθανότητα 0.05 να ῾῾πέσει᾿᾿
η γραµµή. Υποθέτουµε πως η συµπεριφορά της τηλεφωνικής γραµµής από λεπτό σε λεπτό είναι
ανεξάρτητη.

(i) Ποια είναι η πιθανότητα να ῾῾πέσει᾿᾿ η γραµµή για 1η ϕορά κατά το 5ο λεπτό της συνοµιλίας ;

(ii) Ποια είναι η πιθανότητα να µην έχει ῾῾πέσει᾿᾿ η γραµµή κατά τα πρώτα 10 λεπτά της συνοµιλίας ;

Λύση

΄Εστω X τυχαία µεταβλητή που δείχνει σε ποιο λεπτό της συνοµιλίας έπεσε η γραµµή.
Η X ακολουθεί τη Γεωµετρική Κατανοµή µε παράµετρο επιτυχίας p = 0.05, αφού κάθε λεπτό
αποτελεί Ανεξάρτητη ∆οκιµή Bernoulli, µε πιθανότητα επιτυχίας p = 0.05.
Παρατήρηση: Σε αυτή τη ∆οκιµή Bernoulli που µελετάµε, έχουµε ϑεωρήσει ως ῾ἑπιτυχία᾿᾿ την
περίπτωση που η γραµµή ῾῾πέφτει᾿᾿).
Με ϐάση τα παραπάνω, έχουµε:

(i) Η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι :

P (X = 5) = (1− 0.05)4 · 0.05 ≈ 0.041

(ii) Η γραµµή δεν ϑα ῾῾πέσει᾿᾿ τα πρώτα 10 λεπτά, αν και µόνο αν έχουµε 10 αποτυχίες στη σει-
ϱά (δηλαδή, για 10 συνεχόµενα λεπτά η γραµµή διατηρείται ανέπαφη). ΄Ετσι, η Ϲητούµενη
πιθανότητα ϑα είναι :

P (X > 10) = (1− 0.05)10 ≈ 0.599

΄Ασκηση 8

΄Εστω ότι ϱίχνουµε ϐολές εναντίον στόχου µε πιθανότητα επιτυχίας p = 0.3. Να υπολογιστεί ο α-
ϱιθµός n των ϐολών που απαιτούνται, έτσι ώστε η πιθανότητα να χτυπηθεί ο στόχος τουλάχιστον 1
ϕορά να είναι τουλάχιστον 90%.

Λύση

΄Εστω X τυχαία µεταβλητή που µετράει το πλήθος των επιτυχών ϐολών µας.
ΗX ακολουθεί ∆ιωνυµική Κατανοµή, µε πιθανότητα p = 0.3. Η δεύτερη παράµετρος της κατανοµής
(n), ϑα υπολογιστεί από τα δεδοµένα της άσκησης ως εξής :

P (X ≥ 1) ≥ 0.9⇒ 1− P (X = 0) ≥ 0.9

⇒ 1− [

(
n

0

)
· p0 · (1− p)n] ≥ 0.9⇒ 1− 0.7n ≥ 0.9

⇒ 0.7n ≤ 0.1⇒ n · ln(0.7) ≤ ln(0.1)

⇒ n ≥ ln(0.1)

ln(0.7)
⇒ n ≥ −2.303

−0.357
⇒ n ≥ 6.451⇒ n ≥ 7

, αφού το n είναι ϕυσικός αριθµός.
Παρατήρηση: Η ϕορά της παραπάνω ανίσωσης άλλαξε, διότι διαιρέσαµε µε το ln(0.7), που είναι
αρνητικός αριθµός.
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΄Ασκηση 9

΄Ενα δοχείο περιέχει αρχικά 1 κόκκινη και 1 µπλε µπάλα. Σε κάθε στάδιο του πειράµατος, επι-
λέγουµε τυχαία 1 µπάλα και την επανατοποθετούµε µέσα στο δοχείο µαζί µε ακόµη 1 µπάλα του
ίδιου χρώµατος. ∆ηλαδή, αν την πρώτη ϕορά επιλέξουµε την κόκκινη µπάλα, τότε αυτή τοποθετείται
πάλι στο δοχείο µαζί µε 1 ακόµη κόκκινη µπάλα (οπότε, το δοχείο περιέχει συνολικά 2 κόκκινες
µπάλες και 1 µπλε µπάλα). ΄Εστω X το πλήθος των σταδίων έως την επιλογή της µπλε µπάλας.

(i) Να υπολογίσετε τη Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) της τυχαίας µεταβλητής X.

(ii) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X > n), όπου n ϕυσικός αριθµός, και δείξτε ότι η πιθανότητα
του γεγονότος να επιλεγεί τελικά η µπλε µπάλα, κάποια στιγµή στο µέλλον, είναι ίση µε 1.

Λύση

Με τη ϐοήθεια της κοινής λογικής, καταλαβαίνουµε ότι αν για πρώτη ϕορά επιλέξουµε µπλε µπάλα
στο i-οστό στάδιο, τότε αναγκαστικά στα προηγούµενα (i - 1) στάδια είχαµε επιλέξει κόκκινη µπάλα.

(i) ΄Εχουµε λοιπόν, αναλυτικά:

• P (X = 1) =
1

2
=

1

1 + 1
=

1

1 · (1 + 1)

• P (X = 2) =
1

2
· 1

3
=

1

2 · (2 + 1)

• P (X = 3) =
1

2
· 2

3
· 1

4
=

1

3 · (3 + 1)

• P (X = 4) =
1

2
· 2

3
· 3

4
· 1

5
=

1

4 · (4 + 1)
• ...

Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι η Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) ακολουθεί ένα συγκεκριµένο
῾῾µοτίβο᾿᾿, που µπορεί να µας δώσει ένα γενικό τύπο. Αυτός είναι ο εξής :

P (X = i) =
1

i · (i+ 1)
, i ≥ 1

(ii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας έχουµε:

P (X > n) = 1− P (X ≤ n) = 1−
n∑
i=1

1

i · (i+ 1)

= 1− (
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ ... +

1

n · (n+ 1)
)

= 1− [(1− 1

2
) + (

1

2
− 1

3
) + (

1

3
− 1

4
) + ... + (

1

n
− 1

n+ 1
)]

= 1− (1− 1

n+ 1
) =

1

n+ 1

Θα ϐρούµε, τώρα, την πιθανότητα όταν n→∞. Τότε, έχουµε:

lim
n→∞

P (X > n) = lim
n→∞

1

n+ 1
= 0

Συνεπώς, αφού η τυχαία µεταβλητήX αντιπροσωπεύει το πλήθος των σταδίων έως την επιλογή
της µπλε µπάλας, καταλαβαίνουµε ότι η µπλε µπάλα ϑα επιλεγεί κάποια στιγµή στο µέλλον
(µετά από πεπερασµένο αριθµό σταδίων), µε πιθανότητα 1!


