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Λύσεις ΄Εκτης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.

(i) Για να αποτελεί η fXY (x, y) µία έγκυρη από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, ϑα
πρέπει να ικανοποιεί την Συνθήκη Κανονικοποίησης :
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΄Αρα, τελικά, η από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fXY (x, y), ϑα δίνεται από
τον τύπο:

fXY (x, y) =

{
1

210(2x+ y) 2 < x < 6, 0 < y < 5

0 αλλιώς

Σχεδιάζοντας τα επιτρεπτά πεδία τιµών των Τ.Μ. X, Y , λαµβάνουµε την γραφική παράσταση
του συνόλου τιµών της από κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας (περιορισµένη στο
διάστηµα [0, 7]× [0, 6]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Σύνολο Τιµών της από κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας fXY (x, y).

(ii) Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , η Συνάρτηση
Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x) δίνεται από τον εξής τύπο:

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy
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Για 2 < x < 6 έχουµε ότι :

fX(x) =
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΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX(x), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fX(x) =

{
1

210(10x+ 25
2 ) 2 < x < 6

0 αλλιώς

Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , η Συνάρτηση
Πυκνότητας Πιθανότητας fY (y) δίνεται από τον εξής τύπο:

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dx

Για 0 < y < 5 έχουµε ότι :
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΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fY (y), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fY (y) =

{
1

210(4y + 32) 0 < y < 5

0 αλλιώς

(iii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων της από
κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας, έχουµε:
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(iv) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων της από
κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας, έχουµε:
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(v) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, µε ϐάση το Σχήµα 2, έχουµε:
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Σχήµα 2: Γραφικός υπολογισµός της P (X + Y > 4).
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(vi) Παρατηρούµε ότι εν προκειµένω ισχύει η σχέση:

f(x, y) 6= fX(x)fY (y)

Ως εκ τούτου, οι Τ.Μ. X, Y δεν είναι ανεξάρτητες.

΄Ασκηση 2.

(i) Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , η Συνάρτηση
Πυκνότητας Πιθανότητας fY (y) δίνεται από τον εξής τύπο:

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dx

Για y > 0 έχουµε ότι :
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΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fY (y), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fY (y) =

{
e−y y > 0

0 αλλιώς

(ii) Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , καθώς και την Συ-
νάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fY (y), η δεσµευµένη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας
fX|Y (x | y) δίνεται από τον εξής τύπο:

fX|Y (x | y) =
fXY (x, y)

fY (y)

Για x, y > 0 έχουµε ότι :

fX|Y (x | y) =
fXY (x, y)

fY (y)
=
y−1e

−y− x
y

e−y
=

e
− x

y

y

΄Αρα, τελικά, η δεσµευµένη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX|Y (x | y), ϑα δίνεται από
τον τύπο:

fX|Y (x | y) =

{
e
− x

y

y x, y > 0

0 αλλιώς

(iii) Με γνωστή την δεσµευµένη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX|Y (x | y), η δεσµευµένη
Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής FX|Y (x | y) δίνεται από τον εξής τύπο:

FX|Y (x | y) =
∫ x

−∞
fX|Y (z | y)dz

Για x, y > 0 έχουµε ότι :

FX|Y (x | y) =
∫ x

−∞
fX|Y (z | y)dz =

∫ x

0
fX|Y (z | y)dz =

∫ x

0

1

y
e
− z

y dz

=
1

y

[
− ye−

z
y

]x
0

=
1

y
(−ye−

x
y + y) = e

− x
y + 1

΄Αρα, τελικά, η δεσµευµένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, fX|Y (x | y), ϑα δίνεται από
τον τύπο:

FX|Y (x | y) =

{
e
− x

y + 1 x, y > 0

0 αλλιώς

(iv) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, εφαρµόζοντας τις ιδιότητες της Αθροιστικής
Συνάρτησης Κατανοµής, έχουµε:

P (X > 1 | Y = y) = 1− P (X ≤ 1 | Y = y) = 1− FX|Y (1, y) = 1− (1− e
− 1

y ) = e
− 1

y
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(v) Για τον υπολογισµό της δεσµευµένης Μέσης Τιµής E[X | Y = y], y > 0, έχουµε:

E(X | Y = y) =

∫ +∞

−∞
xfX|Y (x | y)dx =

∫ +∞

0
x
1

y
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0
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0
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)
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0
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)
=

∫ +∞

0
e
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[
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x
y

]+∞
0

=

[
− lim

x→+∞

(
y

e
x
y

)
+ y

]
= 0 + y = y

΄Ασκηση 3.

(i) Από το σχήµα που δίνεται στην εκφώνησης της Εργασίας, έχουµε:

ESXY
= E − 2 · EΤετραγώνου = 9− 2 · 1 = 7

Εποµένως, για την σταθερά c ϑα ισχύει :

c · ESXY
= 1⇔ c =

1

ESXY

⇔ c =
1

7

΄Αρα, τελικά, η από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fXY (x, y), ϑα δίνεται από
τον τύπο:

fXY (x, y) =

{
1
7 , (x, y) ∈ SXY

0 αλλιώς

(ii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, µε ϐάση το Σχήµα 3, έχουµε:
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Σχήµα 3: Γραφικός υπολογισµός της P (Y < X − 1).

P (Y < X − 1) = c · EΤραπεζίου =
1

7
· (1 + 2) · 1

2
=

3

14
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(iii) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενη πιθανότητας, ουσιαστικά χρειάζεται να υπολογίσουµε την
πιθανότητα να ϐρεθούµε εκτός του κύκλου µε κέντρο το K(1.5, 1.5) και ακτίνα ρ = 0.5.
Οπότε, µε ϐάση το Σχήµα 4, έχουµε:
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Y

Joint Probability Density Function Range

S
XY
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S
XY

: Joint PDF not-acceptable range values

Circle Equation: (X-1.5)2+(Y-1.5)2=(0.5)2

Σχήµα 4: Γραφικός υπολογισµός της P [(X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 > (0.5)2].

P [(X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 > (0.5)2] = 1− P [(X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 ≤ (0.5)2] = 1− c · EΚύκλου

= 1− 1

7
· πρ2 = 1− 1

7
· π(0.5)2 = 1− 1

7
· 0.25π = 1− 0.0357π ≈ 1− 0.1122 = 0.8878

(iv) Με γνωστή την από κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας των X, Y , η Συνάρτηση
Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x) δίνεται από τον εξής τύπο:

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy

Για x < 0 έχουµε ότι :
fX(x) = 0

Για 0 ≤ x < 1 έχουµε ότι :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy =

∫ 1

0

1

7
dy +

∫ 3

2

1

7
dy =

1

7
·
[
y

]1
0

+
1

7
·
[
y

]3
2

=
1

7
· 1 + 1

7
· 1 =

2

7

Για 1 ≤ x < 2 έχουµε ότι :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy =

∫ 3

0

1

7
dy =

1

7
·
[
y

]3
0

=
1

7
· 3 =

3

7

Για 2 ≤ x < 3 έχουµε ότι :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy =

∫ 1

0

1

7
dy +

∫ 3

2

1

7
dy =

1

7
·
[
y

]1
0

+
1

7
·
[
y

]3
2

=
1

7
· 1 + 1

7
· 1 =

2

7
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Για x ≥ 3 έχουµε ότι :
fX(x) = 0

΄Αρα, τελικά, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας, fX(x), ϑα δίνεται από τον τύπο:

fX(x) =



0 x < 0
2
7 0 ≤ x < 1
3
7 1 ≤ x < 2
2
7 2 ≤ x < 3

0 x ≥ 3

΄Ασκηση 4.

(i) Από την ϑεωρία γνωρίζουµε ως όταν η συνεχής Τ.Μ. X ακολουθεί Οµοιόµορφη Κατανοµή στο
διάστηµα [a, b], η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) αυτής ϑα δίνεται από τον
παρακάτω τύπο:

fX(x) =

{
1

b−a a ≤ x ≤ b
0 αλλιώς

Με ϐάση την εκφώνηση της ΄Ασκησης, προκύπτει ότι :{
a = 1

b = 2

΄Αρα, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) (PDF) ϑα είναι τελικά:

fX(x) =

{
1 1 ≤ x ≤ 2

0 αλλιώς

Η γραφική παράσταση της Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας της X, fX(x), ϕαίνεται στο
Σχήµα 5 (περιορισµένη στο διάστηµα [−5, 5]).
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f X
(x

)

Probability Density Function

Σχήµα 5: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fX(x).
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Η γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού Y = g(X) ϕαίνεται στο Σχήµα 6 (περιορισµένη

στο διάστηµα [−5, 5]).

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

x

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

y
=

g
(x

)

Transform Y=e
-2X

Σχήµα 6: Μετασχηµατισµός Y = g(X).

(ii) Από το Σχήµα 6 ϐλέπουµε ότι η Τ.ΜX παίρνει τιµές στο διάστηµα [e−4, e−2] = [0.019448, 0.13534].
΄Αρα, ϑεωρούµε τις εξής περιπτώσεις :

(a) Για y < e−4, έχουµε:

FY (y) = 0

(b) Για e−4 ≤ y < e−2, έχουµε:

FY (y) = P (Y < y) = P (e−2X < y) = P (−2X < lny) = P (X > −1

2
lny) =∫ +∞

− 1
2
lny

1dx =

∫ 2

− 1
2
lny

1dx =
[
x
]2
− 1

2
lny

= 2 +
1

2
lny

(c) Για y > e−2, έχουµε:

FY (y) = 1

΄Αρα, η Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής της Τ.Μ. Y , FY (y), ϑα είναι τελικά:

FY (y) =


0 y < e−4

2 + 1
2 lny e−4 ≤ y < e−2

1 y > e−2

Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της FY (y) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική
παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [0, 0.5]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 7.

(iii) Με γνωστή την Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας
δίνεται από τον εξής τύπο:

fY (y) =
dFY (y)

dy
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Σχήµα 7: Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής FY (y).

Με ϐάση την δοσµένη Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής, έχουµε:

fY (y) =

{
1
2y e−4 ≤ y < e−2

0 αλλιώς

Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της fY (y) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική
παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [0, 0.5]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 8.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

y

0

3

6

9

12

15

18

21

24

27

f Y
(y

)

Probability Density Function

Σχήµα 8: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας fY (y).

(iv) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, έχουµε:

P (Y ≤ e−3) = FY (e
−3) = 2 +

1

2
ln(e−3) = 2− 3

2
=

1

2
= 0.5
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΄Ασκηση 5.

(i) Καθώς η συνδιασπορά παραµένει αναλλοίωτη όταν προσθέτουµε µία σταθερά σε µία τυχαία
µεταβλητή, µπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι οι X και Y έχουν
µηδενική µέση τιµή (E[X] = E[Y ] = 0). Ως εκ τούτου, έχουµε:

COV (X − Y,X + Y ) = E[(X − Y )(X + Y )] = E[X2 +XY − Y X − Y 2]
= E[X2 − Y 2] = E[X2]− E[Y 2]

= [V AR(X) + (E[X])2]− [V AR(Y ) + (E[Y ])2]
= V AR[X]− V AR[Y ] = 0

, καθώς οι X και Y έχουν την ίδια διασπορά (V AR[X] = V AR[Y ]).

(ii) Με ϐάση τον ορισµό του συντελεστή συσχέτισης των X και Y , έχουµε:

ρ(X,Y ) =
COV (X,Y )√
V AR[X]V AR[Y ]

Για τον υπολογισµό της συνδιασποράς των X και Y , έχουµε:

COV (X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = E[X(a+ bX + cX2)]− E[X]E[a+ bX + cX2]
= E[aX + bX2 + cX3]− E[X](a+ bE[X] + cE[X2])

= aE[X] + bE[X2] + cE[X3]− aE[X]− b(E[X])2 − cE[X]E[X2]
= a× 0 + b× 1 + c× 0− a× 0− b× 02 − c× 0× 1 = b.

Για τον υπολογισµό της διασποράς των X και Y , έχουµε:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2 = 1− 02 = 1.
V AR[Y ] = V AR[a+ bX + cX2] = E[(a+ bX + cX2)2]− (E[a+ bX + cX2])2

= E[(a+ bX)2 + c2X4 + 2cX2(a+ bX)]− (E[a] + bE[X] + cE[X2])2

= E[(a+ bX)2] + c2E[X4] + 2cE[X2(a+ bX)]− (a+ b · 0 + c · 1)2
= E[a2 + 2abX + b2X2] + c2E[X4] + 2cE[aX2 + bX3]− (a+ c)2

= E[a2] + 2abE[X] + b2E[X2] + c2E[X4] + 2acE[X2] + 2bcE[X3]− (a+ c)2

= a2 + 2ab · 0 + b2 · 1 + c2 · 3 + 2ac · 1 + 2bc · 0− (a2 + 2ac+ c2)
= a2 + b2 + 3c2 + 2ac− a2 − 2ac− c2 = b2 + 2c2.

Ως εκ τούτου, ο συντελεστής συσχέτισης των X και Y ϑα είναι τελικά:

ρ(X,Y ) =
COV (X,Y )√
V AR[X]V AR[Y ]

=
b√

1 · (b2 + 2c2)
=

b√
b2 + 2c2

΄Ασκηση 6.

(i) Με ϐάση τον τύπο ορισµού της µέσης τιµής, έχουµε:

E

[
Yi
fX(Yi)

fY (Yi)

]
=

∫
S
y
fX(y)

fY (y)
fY (y)dy =

∫
S
yfX(y)dy = E[X]

΄Αρα, τελικά, έχουµε:

E[Z] = E

[
1

n

n∑
i=1

Yi
fX(Yi)

fY (Yi)

]
=

1

n

n∑
i=1

E

[
Yi
fX(Yi)

fY (Yi)

]
=

1

n

n∑
i=1

E[X] =
n · E[X]

n
= E[X]
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(ii) Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή X − λY , όπου λ είναι πραγµατικός αριθµός (σταθερά).

∀λ ∈ R ισχύει ότι :

0 ≤ E[(X − λY )2]⇒ 0 ≤ λ2E[Y 2]− 2λE[XY ] + E[X2].

Το παραπάνω τριώνυµο ως προς λ (έστω f(λ)) έχει ελάχιστο, διότι η 2η παράγωγός του ως
προς λ (f ′′(λ) = E[Y 2]) είναι πάντα ϑετική. Η τιµή του λ που το ελαχιστοποιεί προκύπτει
από την εξίσωση της 1ης παραγώγου ως προς λ (f ′(λ)) µε το 0:

f ′(λ) = 0⇒ 2λE[Y 2]− 2E[XY ] = 0⇒ λmin = E[XY ]
E[Y 2]

.

Η αντίστοιχη ελάχιστη τιµή του τριωνύµου είναι :

0 ≤ E[(X − λminY )2]⇒ 0 ≤ E[(X − E[XY ]
E[Y 2]

Y )2]⇒ 0 ≤ E[X2 − 2XY E[XY ]
E[Y 2]

+ Y 2(E[XY ]
E[Y 2]

)2]

⇒ 0 ≤ E[X2]− 2E[XY ]E[XY ]
E[Y 2]

+ E[Y 2] (E[XY ])2

(E[Y 2])2
⇒ 0 ≤ E[X2]− 2 (E[XY ])2

E[Y 2]
+ (E[XY ])2

E[Y 2]

⇒ 0 ≤ E[X2]− (E[XY ])2

E[Y 2]
⇒ (E[XY ])2 ≤ E[X2]E[Y 2].


