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Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.

(i) ΄Εστω τα ενδεχόµενα:

K = {΄Ενας ασθενής έχει καρδιακή ανεπάρκεια}
Π = {΄Ενας ασθενής έχει πνευµονική ανεπάρκεια}

Τότε, ξέρουµε ότι :

P (K) =
60

100
= 0.6 , P (Π) =

50

100
= 0.5 και P (K ∩Π) =

35

100
= 0.35

α) Ψάχνουµε την πιθανότητα P (K | Π). ΄Αρα, από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότη-
τας, έχουµε:

P (K | Π) =
P (K ∩Π)

P (Π)
=

0.35

0.5
= 0.7

ϐ) Ψάχνουµε την πιθανότητα P (K | Πc). ΄Αρα, από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότη-
τας, έχουµε:

P (K | Πc) =
P (K ∩Πc)

P (Πc)

Για 2 ενδεχόµενα K,Π ξέρουµε ότι ισχύει :

K ∩Πc = K −Π

και
P (K −Π) = P (K)− P (K ∩Π)

΄Αρα, έχουµε:

P (K | Πc) =
P (K)− P (K ∩Π)

1− P (Π)
=

0.6− 0.35

1− 0.5
= 0.5

γ) Ψάχνουµε την πιθανότητα P (K | (K ∩ Π)c). ΄Αρα, από τον ορισµό της δεσµευµένης
πιθανότητας, έχουµε:

P (K | (K ∩Π)c) =
P (K ∩ (K ∩Π)c)

P ((K ∩Π)c)
=

P (K)− P (K ∩Π)

1− P (K ∩Π)
=

0.6− 0.35

1− 0.35
≈ 0.38

(ii) ΄Εστω τα ενδεχόµενα:

A = {Μια συσκευή έχει κατασκευαστεί από τον Α}
B = {Μια συσκευή έχει κατασκευαστεί από τον Β}
Γ = {Μια συσκευή έχει κατασκευαστεί από τον Γ}

E = {Μια συσκευή είναι ελαττωµατική}
Τότε, ξέρουµε ότι :

P (A) = 0.5 , P (B) = 0.3 , P (Γ) = 0.2 , P (E | A) = 0.02 , P (E | B) = 0.03 και P (E | Γ) = 0.05

Ψάχνουµε την πιθανότητα P (A | E). Εφαρµόζοντας τον Κανόνα του Bayes, έχουµε:

P (A | E) =
P (E | A) · P (A)

P (E | A) · P (A) + P (E | B) · P (B) + P (E | Γ) · P (Γ)

=
0.02 · 0.5

0.02 · 0.5 + 0.03 · 0.3 + 0.05 · 0.2
≈ 0.34
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΄Ασκηση 2. ∆ιαισθητικά, υπάρχει κάποιος λάθος στον συλλογισµό του κρατούµενου. Ο λόγος γι΄
αυτό είναι ότι αυτός δε ϐασίζεται σε σωστά ορισµένο µοντέλο πιθανότητας. Πιο συγκεκριµένα, το
γεγονός όπου οι άλλοι 2 κρατούµενοι πρόκειται ν΄ αποφυλακιστούν δεν προσµετράται ορθά στον
υπολογισµό της εκ των υστέρων πιθανότητας αποφυλάκισης.
Αποτυπώνοντας τα παραπάνω µε µαθηµατικούς όρους, έχουµε: ΄Εστω A, B και C οι 3 κρατούµενοι,
και έστω ότι ο A είναι ο κρατούµενος που σκέφτεται να ϱωτήσει το γνωστό του ϕρουρό. Υποθέτωντας
ότι αρχικά όλοι οι κρατούµενοι έχουν τις ίδιες πιθανότητες να αποφυλακιστούν, καθώς και ότι αν
πρόκειται να αποφυλακιστούν οι κρατούµενοι B και C τότε ο ϕρουρός διαλέγει µε ίδια πιθανότητα
το ποιον από τους 2 (δηλαδή, τον B ή τον C) ϑα αποκαλύψει στον A, ουσιαστικά υπάρχουν τα εξής
4 διαφορετικά σενάρια :

1. Οι κρατούµενοι A και B πρόκειται να αποφυλακιστούν, και ο ϕρουρός υποδεικνύει τον B
(Πιθανότητα: 1

3 )

2. Οι κρατούµενοι A και C πρόκειται να αποφυλακιστούν, και ο ϕρουρός υποδεικνύει τον C
(Πιθανότητα: 1

3 )

3. Οι κρατούµενοι B και C πρόκειται να αποφυλακιστούν, και ο ϕρουρός υποδεικνύει τον B
(Πιθανότητα: 1

6 )

4. Οι κρατούµενοι B και C πρόκειται να αποφυλακιστούν, και ο ϕρουρός υποδεικνύει τον C
(Πιθανότητα: 1

6 )

΄Ετσι, έχουµε:

P (Απελευθερώνεται ο κρατούµενος Α | Ο ϕρουρός υποδεικνύει τον κρατούµενο Β) =

P (Ο κρατούµενος Α πρόκειται να αποφυλακιστεί, και ο ϕρουρός υποδεικνύει τον κρατούµενο Β)

P (Ο ϕρουρός υποδεικνύει τον κρατούµενο Β)
=

1
3

1
3 + 1

6

=
2

3

Με το ίδιο σκετπικό, έχουµε:

P (Απελευθερώνεται ο κρατούµενος Α | Ο ϕρουρός υποδεικνύει τον κρατούµενο Σ) =

P (Ο κρατούµενος Α πρόκειται να αποφυλακιστεί, και ο ϕρουρός υποδεικνύει τον κρατούµενο Σ)

P (Ο ϕρουρός υποδεικνύει τον κρατούµενο Σ)
=

1
3

1
3 + 1

6

=
2

3

΄Ετσι, ανεξάρτητα από την ταυτότητα του κρατουµένου που αποκαλύπτει ο ϕρουρός, η πιθανότητα
αποφυλάκισης του κρατούµενου A παραµένει 2

3 , δηλαδή ίση µε την εκ των προτέρων πιθανότητά
του για αποφυλάκιση.

΄Ασκηση 3.

(i) Το κουτί περιέχει 15 κόκκινες µπάλες και 5 άσπρες µπάλες (συνολικά 20 µπάλες).

(αʹ) ΄Εστω P (A1) η πιθανότητα η 1η µπάλα να είναι άσπρη. Τότε, ϑα ισχύει ότι :

P (A1) =
5

20

∆εδοµένου ότι η 1η µπάλα είναι άσπρη, πλέον ϑα υπάρχουν 19 µπάλες στο κουτί, από
τις οποίες µόνο οι 4 ϑα είναι άσπρες. Η πιθανότητα ότι και η 2η µπάλα που επιλέγεται
είναι άσπρη είναι η ακόλουθη:
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P (A2 | A1) =
4

19

Χρησιµοποιώντας τον Πολλαπλασιαστικό Νόµο, η πιθανότητα ότι και οι 2 µπάλες που
επιλέγονται τυχαία είναι άσπρες ϑα είναι ίση µε :

P (A1 ∩A2) = P (A2 | A1) · P (A1) =
5

20
· 4

19
=

1

19

(ϐʹ) ΄Εστω P (K1) η πιθανότητα η 1η µπάλα να είναι κόκκινη. Τότε, ϑα ισχύει ότι :

P (K1) =
15

20

∆εδοµένου ότι η 1η µπάλα είναι κόκκινη, πλέον ϑα υπάρχουν 19 µπάλες στο κουτί, από
τις οποίες οι 5 ϑα είναι άσπρες. Η πιθανότητα ότι η 2η µπάλα που επιλέγεται τυχαία
είναι άσπρη είναι η ακόλουθη:

P (A2 | K1) =
5

19

Χρησιµοποιώντας τον Πολλαπλασιαστικό Νόµο, η πιθανότητα ότι η 1η µπάλα είναι κόκ-
κινη και η 2η άσπρη ϑα είναι ίση µε :

P (K1 ∩A2) = P (A2 | K1) · P (K1) =
5

19
· 15

20
=

15

76

(ii) Θεωρούµε τα εξής ενδεχόµενα:
A : {Το αποτέλεσµα της εξέτασης είναι αρνητικό}
Θ : {Το αποτέλεσµα της εξέτασης είναι ϑετικό}
B : {΄Ενα τυχαίο άτοµο του πληθυσµού πάσχει από την ασθένεια}
Τότε, ξέρουµε ότι :

• P (B) = 1
1000 = 0.001, P (Bc) = 999

1000 = 0.999

• P (A | B) = 0.01, P (Θ | B) = 0.99

• P (A | Bc) = 0.02, P (Θ | Bc) = 0.98

(αʹ) Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας, η πιθανότητα το αποτέλεσµα της εξέτασης
να προκύψει ϑετικό ϑα είναι :

P (Θ) = P (Θ | B) · P (B) + P (Θ | Bc) · P (Bc) = 0.99 · 0.001 + 0.02 · 0.999 = 0.02097

(ϐʹ) Σύµφωνα µε τον Κανόνα του Bayes, αν το αποτέλεσµα της εξέτασης είναι ϑετικό, η
πιθανότητα να πάσχει πράγµατι το άτοµο από την ασθένεια ϑα είναι :

P (B | Θ) =
P (Θ | B) · P (B)

P (Θ | B) · P (B) + P (Θ | Bc) · P (Bc)
=

P (Θ | B) · P (B)

P (Θ)
=

0.99 · 0.001

0.02097
≈ 0.047

΄Ασκηση 4.

(i) Ορίζουµε το γεγονός A : {Το κέρµα µε πιθανότητα κεφαλής 1
3 ϱίχνεται πρώτο}.

Τότε, προφανώς ισχύει ότι : Ac : {Το κέρµα µε πιθανότητα κεφαλής 2
3 ϱίχνεται πρώτο}.

Χρησιµοποιώντας αυτή τη διαµέριση του δειγµατοχώρου, εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Ολικής
Πιθανότητας, και έχουµε:

P (H1) = P (H1 | A) · P (A) + P (H1 | Ac) · P (Ac) =
1

3
· 1

2
+

2

3
· 1

2
=

1

2
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Οµοίως, έχουµε:

P (H2) = P (H2 | A) · P (A) + P (H2 | Ac) · P (Ac) =
2

3
· 1

2
+

1

3
· 1

2
=

1

2

(ii) ΄Εχουµε ότι :

P (H1 ∩H2) = P (A) · P (H1 ∩H2 | A) + P (Ac) · P (H1 ∩H2 | Ac) =

P (A) · P (H1 | A) · P (H2 | A) + P (Ac) · P (H1 | Ac) · P (H2 | Ac) =

1

2
· 1

3
· 2

3
+

1

2
· 2

3
· 1

3
=

2

9

(iii) Από τα παραπάνω ερωτήµατα είναι προφανές ότι :

P (H1 ∩H2) =
2

9
6= 1

2
· 1

2
= P (H1) · P (H2)

Συνεπώς, τα γεγονότα H1, H2 δεν είναι ανεξάρτητα (αν και είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητα,
δεδοµένου του γεγονότος Α).

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τα εξής ενδεχόµενα:
G : {Κάποιος τυχαίος άνθρωπος είναι καλός οδηγός}
M : {Κάποιος τυχαίος άνθρωπος είναι µέτριος οδηγός}
B : {Κάποιος τυχαίος άνθρωπος είναι κακός οδηγός}
A : {Κάποιος τυχαίος άνθρωπος παθαίνει ατύχηµα}

(i) Με ϐάση το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας, έχουµε:

P (A) = P (A | G)·P (G)+P (A |M)·P (M)+P (A | B)·P (B) = 0.05·0.2+0.15·0.5+0.3·0.3 = 0.175

(ii) Με ϐάση τον Κανόνα του Bayes, έχουµε:

(αʹ)

P (G | Ac) =
P (Ac | G) · P (G)

P (Ac)
=

0.95 · 0.2
0.825

= 0.23

(ϐʹ)

P (M | Ac) =
P (Ac | G) · P (M)

P (Ac)
=

0.85 · 0.5
0.825

= 0.51

΄Ασκηση 6.

(i) Αφού τα ενδεχόµενα Α, Β, Γ είναι ανεξάρτητα, ισχύουν οι εξής σχέσεις :

• P (A ∩B) = P (A) · P (B), P (A ∩ Γ) = P (A) · P (Γ), P (B ∩ Γ) = P (B) · P (Γ)

• P (A ∩B ∩ Γ) = P (A) · P (B) · P (Γ)

(αʹ) Για να είναι ανεξάρτητα τα ενδεχόµενα Α∪Β,Γ, ϑα πρέπει να ισχύει :

P ((A ∪B) ∩ Γ) = P (A ∪B) · P (Γ)

΄Εχουµε ότι :

P ((A ∪B) ∩ Γ) = P ((A ∩ Γ) ∪ (B ∩ Γ)) = P (A ∩ Γ) + P (B ∩ Γ) + R(A ∩B ∩ Γ)

= P (A ∩ Γ) + P (B ∩ Γ)− P (A)P (B)P (Γ)

= P (A)P (Γ) + P (B)P (Γ)− P (A)P (B)P (Γ)

= P (Γ) [ P (A) + P (B)− P (A)P (B) ]

= P (Γ)P (A ∪B) = P (A ∪B) · P (Γ)
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΄Αρα, τα ενδεχόµενα Α∪Β,Γ είναι ανεξάρτητα.

(ϐʹ) Για να είναι ανεξάρτητα τα ενδεχόµενα Α,Β∩Γ, ϑα πρέπει να ισχύει :

P (A ∩ (B ∩ Γ)) = P (A) · P (B ∩ Γ)

΄Εχουµε ότι :
P (A ∩ (B ∩ Γ)) = P (A)P (B)P (Γ) = P (A)P (B ∩ Γ)

΄Αρα, τα ενδεχόµενα Α, Β∩Γ είναι ανεξάρτητα.

(γʹ) Για να είναι ανεξάρτητα τα ενδεχόµενα Α∪Β,Γc, ϑα πρέπει να ισχύει :

P ((A ∪B) ∩ Γc) = P (A ∪B) · P (Γc)

΄Εχουµε ότι :

P ((A ∪B) ∩ Γc) = P ((A ∪B)− Γ)

= P (A ∪B)− P ((A ∪B) ∩ Γ)

= P (A) + P (B)− P (A ∩B)− P ((A ∩ Γ) ∪ (B ∩ Γ))

= P (A) + P (B)− P (A ∩B)− P (A ∩ Γ)− P (B ∩ Γ) + P (A ∩B ∩ Γ)

= P (A) + P (B)− P (A) · P (B)− P (A) · P (Γ)− P (B) · P (Γ) + P (A) · P (B) · P (Γ)

= (P (A)− P (A) · P (Γ)) + (P (B)− P (B) · P (Γ)) + (P (A) · P (B) · P (Γ)− P (A) · P (B))

= P (A) · (1− P (Γ)) + P (B) · (1− P (Γ))− P (A) · P (B) · (1− P (Γ))

= (1− P (Γ)) · (P (A) + P (B)− P (A) · P (B))

= P (Γc) · (P (A) + P (B)− P (A ∩B))

= P (Γc) · P (A ∪B) = P (A ∪B) · P (Γc)

΄Αρα τα ενδεχόµενα A ∪B ,Γc είναι ανεξάρτητα.

(ii) Αφού τα Β,Γ είναι ασυµβίβαστα, ισχύει ότι :

B ∩ Γ = ∅

΄Αρα, ισχύει και ότι :
(A ∩B) ∩ (A ∩ Γ) = ∅

Για να είναι ανεξάρτητα τα ενδεχόµενα Α,Β∪Γ, ϑα πρέπει να ισχύει :

P (A ∩ (B ∪ Γ)) = P (A) · P (B ∪ Γ)

΄Εχουµε ότι :

P (A ∩ (B ∪ Γ)) = P ((A ∩B) ∪ (A ∩ Γ))

= P (A ∩B) + P (A ∩ Γ)

= P (A) · P (B) + P (A) · P (Γ)

= P (A) · (P (B) + P (Γ))

= P (A) · P (B ∪ Γ)

΄Αρα, τα ενδεχόµενα A ,B ∪ Γ είναι ανεξάρτητα.

(iii) Για να είναι ανεξάρτητα τα συµπληρωµατικά ενδεχόµενα των Α,Β, ϑα πρέπει να ισχύει :

P (Ac ∩Bc) = P (Ac) · P (Bc)
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Εφόσον τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, έχουµε ότι :

P (Ac ∩Bc) = P ((A ∪B)c) = 1− P (A ∪B)

= 1− P (A)− P (B) + P (A ∩B)

= 1− P (A)− P (B) + P (A)P (B)

= P (Ac)− P (B) + P (A)P (B)

= P (Ac)− P (B)(1− P (A))

= P (Ac)(1− P (B))

= P (Ac) · P (Bc)

΄Αρα, τα συµπληρωµατικά ενδεχόµενα των Α,Β (Αc και Βc) είναι ανεξάρτητα.


