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Λύσεις ΄Εκτης Σειράς

΄Ασκηση 1. Εστω X και Y δύο τυχαίες µεταβλητές που µοντελοποιούν τις ώρες άφιξης του Στέλιου
και της Στέλλας µετά τις 6:00. Υποθέτοντας ότι ίσα χρονικά διαστήµατα, έχουν ίσες πιθανότητες
άφιξης, οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των προηγούµενων τυχαίων µεταβλητών γίνονται :

f1(x) =

{
1 0 ≤ x ≤ 1

0 αλλού

f2(y) =

{
1 0 ≤ y ≤ 1

0 αλλού

Οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες. Εποµένως, η από κοινού συνάρτηση πυ-
κνότητας πιθανότητας γίνεται :

f(x, y) = f1(x)f2(y) =

{
1 0 ≤ y ≤ 1, και 0 ≤ x ≤ 1

0 αλλού

Εφόσον 15 λεπτά είναι το 1/4 της ώρας, η πιθανότητα που Ϲητείται είναι

E = 1− 2 · Etri = 1− 2 · 1

2
· 3

4
· 3

4
=

7

16

και υπολογίζεται από το εµβαδό της γραµµοσκιασµένης περιοχής του Σχήµατος 1:

Σχήµα 1: Εµβαδό για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας.

΄Ασκηση 2. Από τη σχέση U = sign(X + 2) συµπεραίνουµε ότι η τ.µ. Υ παίρνει δύο τιµές, τις 1
και -1 όταν X + 2 ≥ 0 και X + 2 ≤ 0 αντίστοιχα. Εποµένως, η Υ είναι διακριτή τ.µ.
΄Εχουµε ότι :

PY (−1) = P (Y = −1) = P (X + 2 < 0) = P (X < −2)

=

∫ −2

−∞
fx(x)dx =

1

2

∫
−∞−2

1

x2
dx =

[
−1

2

1

x

]−2

−∞
=

1

4
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Προφανώς,

PY (1) = P (Y = 1) = P (X + 2 ≥ 0) = 1− 1

4
=

3

4

PY (y) =


1

4
, y = −1

3

4
, y = 1

΄Ασκηση 3. (α) Στο Σχήµα 4 ϕαίνεται η περιοχή όπου η fX,Y (x, y) παίρνει µη µηδενικές τιµές. Η
από κοινού σ.π.π. πρέπει να έχει ολοκλήρωµα 1:∫ x=2

x=1

∫ y=x

y=0
axdydx =

7

3
a = 1⇒ a =

3

7
.

1 2

1

2

y-x=z

x

y

0

Σχήµα 2: Το πεδίο τιµών των X και Y .

(ϐ)

fY (y) =

∫
fX,Y (x, y)dy =


∫ 2

1
3
7xdx 0 ≤ y ≤ 1∫ 2

y
3
7xdx 1 < y ≤ 2

0 αλλού

=


9
14 0 ≤ y ≤ 1
13
14

(
4− y2

)
1 < y ≤ 2

0 αλλού

(γ)

fX|Y

(
x

∣∣∣∣32
)

=
fX,Y

(
x, 3

2

)
fY
(

3
2

) =
8

7
x, για 3/2 ≤ x ≤ 2 και 0 αλλού.

Εποµένως,

E

[
1

X

∣∣∣∣Y =
3

2

]
=

∫ 2

3/2

1

x

8

7
xdx =

4

7
.

(δ) Θα ϐρούµε πρώτα την α.σ.κ. και ϑα την παραγωγίσουµε για να ϐρούµε την Ϲητούµενη σ.π.π.

FZ(z) = P (Z ≤ z)
= P (Y −X ≤ z)

=


0, z < −2∫ x=2
x=−z

∫ y=x+z
y=0

3
7xdydx = 8

7 + 6
7z −

1
14z

3, −2 ≤ z ≤ −1∫ x=2
x=1

∫ y=x+z
y=0

3
7xdydx = 1 + 9

14z, −1 < z ≤ 0

1, 0 < z
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fZ(z) =
d

dz
FZ(z) =


6
7 −

3
14z

2 −2 ≤ z ≤ −1
9
14 −1 < z ≤ 0

0 αλλού.

΄Ασκηση 4. (α) Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι να µιλάει η Μαρία µε την ϕίλη της για πάνω από
15 λεπτά. Εφόσον T ∼ Exp(1/60) λεπτά είναι ο χρόνος που περνάει η Μαρία στο τηλέφωνο, η
Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

P (T > 15) =

∫ ∞
15

1

60
e−t/60dt = e−1/4

(ϐ) Αν ο Αλέξανδρος δεν καταφέρει να τσεκαρει το Instagram του ακριβώς µια ϕορά, τότε 15 ≤ T <
45. Αν δεν τα καταφέρει ακριβώς 2 ϕορές, τότε 45 ≤ T < 75. Γενικά, αν δεν καταφέρει να τσεκάρει
το Instagram του n ϕορές τότε : 15 + 30(n− 1) ≤ T < 30n+ 15. ¶ϱα:

P ({15 + 30(n− 1) ≤ T < 30n+ 15}) =

∫ 30n+15

30n−15

1

6
e−t/60dt = e−n/2(e1/4 − e−1/4)

Οπότε η Ϲητούµενη πιθανότητα να µην ελέγξει ο Αλέξαδνρος 3 ϕορές το Instagram του είναι
e−3/2(e1/4 − e−1/4).

΄Ασκηση 5. (α) X ∼ U [2, 5] εποµένως,

fX(x) =

{
1
3 , 2 ≤ x ≤ 5
0 ,αλλού.

Y ∼ U [4, 6] εποµένως,

fY (y) =

{
1
2 , 4 ≤ x ≤ 6
0 ,αλλού.

Καθώς οι X και Y είναι ανεξάρτητες τ.µ.,

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY (y) =

{
1
6 , 2 ≤ x ≤ 5 και 4 ≤ y ≤ 6
0 ,αλλού.

∆ηλαδή, οι X και Y ακολουθούν µια από κοινού οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα {2 ≤ x ≤
5, 4 ≤ y ≤ 6} µε γραφική παράσταση:

Σχήµα 3: Γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π .
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(ϐ) P (A) = P (X > Y )

Από το σχήµα, είναι προφανές ότι P (X > Y ) = 1
6 . EX>Y = 1

6 × 1 · 1 · 1
2 = 1

12 .

(γ) Το πλήθος των αγώνων, W , που κερδίζει ο Νίκος σε 6 προσπάθειες ακολουθεί ∆ιωνυµική κατα-

νοµή: W ∼ ∆(n = 6, p = 1/12). Συνεπώς P (W = 4) =

(
6

4

)(
1

12

)4(11

12

)2

.

΄Ασκηση 6.

΄Εστω X η τυχαία µεταβλητή που δηλώνει τον αριθµό των πόντων ενός παίκτη. Τότε fX(x) =
0.5f1(x) + 0.5f2(x), όπου:

f1(x)

{
1 , x ∈ [1, 2]
0 ,αλλιώς

είναι η σ.π.π. για τον πρώτο τρόπο συλλογής πόντων και

f2(x)

{
1/3 , x ∈ [0, 3]
0 ,αλλιώς

είναι η σ.π.π. για τον δεύτερο τρόπο συλλογής πόντων. Παρατηρήστε ότι η τιµές της fX(x) στα
σηµεία {0, 1, 2, 3} δεν έχουν σηµασία, αφού αλλάζοντας τιµή της σ.π.π. σε ένα πεπερασµένο πλήθος
σηµείων δεν επηρεάζεται η κατανοµή πιθανοτήτων. Οµοίως, η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής
της X είναι γραµµική συνάρτηση:

FX(x) =


0 , x < 0
x/6 , x ∈ [0, 1]
1/6 + (2/3)(x− 1) , x ∈ [1, 2]
5/6 + (1/6)(x− 2) , x ∈ [2, 3]
1 , x > 3

Εφόσον το γράφηµα της fX(x) είναι συµµετρικό σε σχέση µε τον άξονα x = 3/2, τότε E[X] = 3/2.
Τέλος, εφόσον :

E[X2] =
1

6

∫ 1

0
x2dx+

3

2

∫ 2

1
x2dx+

1

6

∫ 3

2
x2dx =

8

3
,

τότε :
var(X) = E[X2]− E[X]2 =

5

12
.
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΄Ασκηση 7. (α) Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της X, καθώς και ο µετασχηµατισµός
Y = g(X), ϕαίνονται στις επόµενες γραφικές παραστάσεις.

Σχήµα 4: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fX(x)

Σχήµα 5: Μετασχηµατισµός Y = g(X)

(ϐ) Από το σχήµα ϐλέπουµε ότι η τ.µ X παίρνει τιµές στο διάστηµα [e−4, e−2]. ΄Αρα:

• Για y < a− 4, έχουµε ότι FY (y) = 0

• Για y < a− 2, έχουµε ότι FY (y) = 1

• Για e−4 ≤ y ≤ e−2, έχουµε ότι :

FY (y) = P (Y < y) = P (e−2X < y) = P (−2X < lny) =

P (X > −1

2
lny) =

∫ +∞

− 1
2
lny

1dx = 2 +
1

2
lny
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Οπότε έχουµε:

FY (y) =


0 y < e−4

2 + 1
2y lny e−4 ≤ y ≤ e−2

1 e−2 ≤ y

(γ) Η γραφική παράσταση ϕαίνεται στο σχήµα 7.

Σχήµα 6: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fY (y)

΄Εχουµε ότι :

fY (y) =
dFY (y)

dy
=

{
1
2 e−4 ≤ y ≤ e−2

0 αλλού

(δ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (Y ≤ e−3) = FY (e−3) = 2 +
1

2
ln(e−3) = 2− 3

2
=

1

2
= 0.5

΄Ασκηση 8. (α) Αφού οι X,Y είναι ανεξάρτητες,

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) =

{
1, 0 ≤ x, y ≤ 1
0, αλλού

΄Εχουν δηλαδή από κοινού οµοιόµορφη κατανοµή.

(ϐ) Το πεδίο τιµών της τ.µ. Z είναι το [
1

2
,+∞).
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FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (
1

X + Y
≤ z)

= P (X + Y ≥ z−1)

=


0, z < 1/2

1 · EHΓΘ, 1/2 ≤ z ≤ 1
1 · EABΓ∆E , 1 < z < +∞

=


0, z < 1/2

(2− z−1)2

2
, 1/2 ≤ z ≤ 1

1−
z−2

2
, 1 < z < +∞

X

Y

A

E

Δ

Β

Θ
Γ

Η

1

1

X+Y = z  ,   1<z<+¥
-1

X+Y = z  ,   ½ <z<1
-1

(z  -1 , 1)-1

(z  , 0)-1

(γ)

fZ(z) =
dFZ(z)

dz
=

{
2z−2 − z−3, 1/2 ≤ z ≤ 1

z−3, 1 < z < +∞


