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Λύσεις Πέµπτης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.

(α) Από τις ιδιότητες µιας συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας έχουµε ότι :

1 =

∫ +∞

−∞
fX(x) dx =

∫ 3

0
cx dx+

∫ 6

3
c(6− x) dx = 9c⇒ c = 1/9.

(ϐ) Επειδή έχουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή, ϑα ισχύει ότι : FX(x) =
∫ x
−∞ fX(u) du. Οπότε

ϑα έχουµε:

FX(x) =


0, x < 0
1
9

∫ x
0 u du = x2

18 , 0 ≤ x < 3
1
9

∫ 3
0 u du+ 1

9

∫ x
3 (6− u) du = 1

2 −
1
18 (6− u)2

∣∣∣x
3

= 1− (6−x)2
18 , 3 ≤ x < 6
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Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση της FX(x).

Η γραφική παράσταση της FX(x) ϕαίνεται στο σχήµα 1.

(γ) Είναι εύκολα αντιληπτό ότι η FX(x) είναι µη ϕθίνουσα και ότι 0 ≤ FX(x) ≤ 1 για κάθε τιµή
του x, τόσο από το παραπάνω σχήµα όσο και από την ανάλυση των συναρτήσεων x2/18 και
1− (6− x)2/18 στα διαστήµατα [0, 3] και [3, 6], αντίστοιχα. Επιπλέον, ισχύει ότι :
FX(−∞) = FX(0) = 0 και FX(+∞) = FX(6) = 1. Τέλος, είναι εύκολα αντιληπτό ότι η
FX(x) είναι συνεχής παντού, ακόµη και στα σηµεία x = 0, x = 3 και x = 6.
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(δ) ΄Εχουµε ότι :
P (A) = P (X > 3) = 1− FX(3) = 0.5.

Παροµοίως :

P (B) = P (1.5 ≤ X ≤ 9) = P (X ≤ 9)−P (X < 1.5) = FX(9)−FX(1.5−) = 1−0.125 = 0.875.

(ε) Η τοµή των A και B είναι το γεγονός {3 < X ≤ 9}. ΄Αρα,

P (A ∩B) = P (3 < X ≤ 9) = P (X > 3) = 0.5 = P (A) 6= P (A)P (B)

Εποµένως, τα δύο γεγονότα δεν είναι ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 2.

Ισχύει ότι,

fX(x) =
dFX
dx

(x) =

{
3α3x−4, x ≥ α
0, x < α

Επίσης,

E[X] =

∫ +∞

−∞
xfX(x) dx =

∫ +∞

α
x 3α3x−4 dx

= 3α3

∫ +∞

α
x−3 dx

= 3α3
(
− 1

2
x−2

)∣∣∣+∞
α

=
3α

2
και

E[X2] =

∫ +∞

−∞
x2fX(x) dx =

∫ +∞

α
x2 3α3x−4 dx

= 3α3

∫ +∞

α
x−2 dx

= 3α3(−x−1)
∣∣∣+∞
α

= 3α2

΄Αρα, η διασπορά είναι,

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 3α2 −
(3α

2

)2
=

3α2

4

΄Ασκηση 3.

Ισχύει ότι X2 − 12X + 35 = (X − 5)(X − 7). Οπότε, X2 − 12x + 35 > 0 αν και µόνο αν
{X > 7} ∪ {X < 5}. Εφόσον X ∼ U [2, 10], fX(x) = 1/8 για x ∈ [2, 10] και fX(x) = 0 αλλού.
΄Εχουµε:

P (X2 − 12X + 35 > 0) = P (({X > 7} ∪ {X < 5}) ∩ {2 ≤ X ≤ 10})
= P ({2 ≤ X < 5} ∪ {7 < X ≤ 10})
= P ({2 ≤ X < 5}) + P ({7 < X ≤ 10})
= 1/8× (5− 2) + 1/8× (10− 7)

= 1/8× 3 + 1/8× 3 = 0.75.
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΄Ασκηση 4.

1. Ενα λάθος συµβαίνει όταν :

• Το σύστηµα συµπεραίνει 0 ή 1, ενώ στάλθηκε -1.

• Το σύστηµα συµπεραίνει -1 ή 1, ενώ στάλθηκε 0.

• Το σύστηµα συµπεραίνει -1 ή 0, ενώ στάλθηκε 1.

Εποµένως, η πιθανότητα λάθους, P(e), είναι :

P (e) = P (X = −1)P (Y ≥ −1

2
|X = −1) + P (X = 0)P (Y < −1

2
OR Y >

1

2
|X = 0)

+ P (X = 1)P (Y ≤ 1

2
|X = 1)

=
1

3
P (N ≥ 1

2
) +

1

3
P (N < −1

2
OR N >

1

2
) +

1

3
P (N ≤ −1

2
)

Λόγω συµµετρίας της κανονικής κατανοµής

P (N ≥ 1

2
) = P (N ≤ −1

2
)

Καθώς η Ν είναι γκαουσσιανή τυχαία µεταβλητή, µπορούµε να υπολγίσουµε την P (N ≥ n)
χρησιµοποιώντας την Φ συνάρτηση,

Εποµένως

P (e) =
4

3
P (N ≥ 1

2
)

=
4

3

(
1− Φ

(1

2

1

2

)
)

= 0.535

2. Οµοίως,

P (e) = P (X = −2)P (Y ≥ −1

2
|X = −2) + P (X = 0)P (Y < −1

2
OR Y >

1

2
|X = 0)

+ P (X = 2)P (Y ≤ 1

2
|X = 2)

=
1

3
P (N ≥ 3

2
) +

1

3
P (N < −1

2
OR N >

1

2
) +

1

3
P (N ≤ −3

2
)

Μετά από πράξεις

P (e) =
2

3

(
1− Φ

(3

4

)
) +

2

3

(
1− Φ

(1

4

)
)

= 0.418

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η πιθανότητα λάθους στη δεύτερη περίπτωση µειώθηκε λόγω της
µεγαλύτερης απόστασης των συµβόλων.
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΄Ασκηση 5.

(α)

F (u) =


0,αν u < 0

u2,αν 0 ≤ u < 1

1,αν u ≥ 1

είναι έγκυρη ΑΣΚ. P{|X| > 0.5} = 1− F (0.5) = 3
4 .

(ϐ)

F (u) =


0,αν u < 1

2u− u2,αν 1 ≤ u ≤ 2

1,αν u > 2

δεν είναι έγκυρη ΑΣΚ, αφού F (1) = 1 > F (2) = 0.

(γ)

F (u) =

{
1
2exp(2u),αν u ≤ 0

1− 1
4exp(−3u),αν u > 0

δεν είναι έγκυρη ΑΣΚ αφού δεν είναι συνεχής από δεξιά.

(δ)

F (u) =

{
1
2exp(2u),αν u < 0

1− 1
2exp(−3u),αν u ≥ 0

είναι έγκυρη ΑΣΚ. P{|X| > 0.5} = 1− P{|X| ≤ 0.5} = 1− (F (0.5)− F (−0.5)) = 1
2exp(−1.5) +

1
2exp(−1).

΄Ασκηση 6.

Είναι ευκολότερο να υπολογίσουµε την P (X > Y ) παίρνοντας δεσµευµένη πιθανότητα πάνω στη
µεταβλητή Y και χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Ολικής Πιθανότητας :

P (X > Y ) =

∞∑
y=0

P (X > Y |Y = y)P (Y = y)

=

∞∑
y=0

P (X > y)P (Y = y)

=

∞∑
y=0

e−λye−λ
λy

y!

= e−λ
∞∑
y=0

(λe−λ)y

y!

= e−λeλe
−λ

= eλ(e
−λ−1)



ΗΥ-217- Θεωρία Πιθανοτήτων - Χειµερινό Εξάµηνο 2018-19/Λύσεις Πέµπτης Σειράς Ασκήσεων 5

΄Ασκηση 7.

Πρωτού ξεκινήσουµε ας ϑυµηθούµε µερικές χρήσιµες εξισώσεις για τις εκθετικές τυχαίες µεταβλη-
τές. ΄Εστω Z µια εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο λ > 0:

fZ(z) =

{
λe−λz, z ≥ 0
0, z < 0

FZ(z) = P (Z ≤ z) =

∫ z

−∞
fZ(t)dt =

{
0, z ≤ 0
1− e−λz, z ≥ 0

(α) ΄Εστω A το γεγονός ότι η λάµπα που επιλέχθηκε είναι της εταιρίας Α (οπότε η τ.µ. X, του χρόνου
µέχρι την πρώτη αλλαγή λάµπας, είναι µια εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο λ = 1
δεδοµένου του γεγονοτος A). Τότε το Ac είναι το γεγονός ότι η λάµπα που επιλέχθηκε είναι
της εταιρίας Β (οπότε η X είναι εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο λ = 3 δεδοµένου
του γεγονότος Ac). Πρώτα υπολογίζουµε τις P (D|A) και P (D|Ac):

P (D|A) = P (X > t|A)

= 1− FX|A(t)

= e−t

P (D|Ac) = P (X > t|AC)

= 1− FX|Ac(t)
= e−3t

Για να υπολογίσουµε την P (D), χρησιµοποιούµε το ϑεώρηµα της ολικής πιθανότητας :

P (D) = P (D|A) · P (A) + P (D|Ac) · P (Ac)

= e−t · 1

2
+ e−3t · 1

2

=
e−t + e−3t

2

(ϐ) ΄Εστω C1A το γεγονός ότι η πρώτη λάµπα που χρησιµοποιούµε προέρχεται από την εταιρία Α.
Παρατηρούµε ότι το γεγονός C1A είναι ισοδύναµο µε το γεγονός A του υποερωτήµατος (α).
Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Bayes έχουµε ότι :

P (C1A|D) = P (A|D) =
P (D|A)P (A)

P (D)
=

e−t · 12
e−t+e−3t

2

=
e−t

e−t + e−3t

΄Ασκηση 8.

(α) P{X < 0} = Φ(0−(−10)2 ) = Φ(5)

(ϐ) P{−10 < X < 5} = Φ(5−(−10)2 )− Φ(−10−(−10)2 ) = Φ(7.5)− Φ(0)

(γ) P{|X| ≥ 5} = P{X ≤ −5}+ P{X ≥ 5} = Φ(−5−(−10)2 ) + 1− Φ(5−(−10)2 ) = Φ(2.5) +
1− Φ(7.5)

(δ) P{X2 − 3X + 2 > 0} = P{(X − 1)(X − 2) > 0} = P{X < 1}+ P{X > 2} = Φ(1−(−10)2 ) +

1− Φ(2−(−10)2 ) = Φ(5.5) + 1− Φ(6)


