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΄Ασκηση 1.
Η ποσότητα ψωµιού (σε εκατοντάδες κιλά) που πουλάει ένα αρτοποιείο κατά τη διάρκεια µιας
ηµέρας είναι συνεχής τ.µ. X µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

fX(x) =


cx 0 ≤ x < 3
c(6− x) 3 ≤ x < 6
0 αλλιώς

(α) Υπολογίστε την τιµή της σταθεράς c.
(ϐ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(x), της τ.µ. X.
(γ) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της FX(x) και δείξτε ότι είναι µία έγκυρη α.σ.κ.
(δ) Ποια η πιθανότητα ότι σε µία ηµέρα ϑα πουληθούν: (ι) περισσότερα από 300 κιλά ψωµί, (ιι)
µεταξύ 150 και 900 κιλών ψωµί ;
(ε) Αν A και B είναι τα γεγονότα (ι) και (ιι), αντίστοιχα, είναι τα A και B ανεξάρτητα ;

΄Ασκηση 2.
Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, τη µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. X, µε
αθροιστική συνάρτηση κατανοµής:

FX(x) =

{
1− a3

x3 , x ≥ a
0, x < a

όπου a είναι µία ϑετική σταθερά.

΄Ασκηση 3.
∆ίδεται η τ.µ. X ∼ U [2, 10], δηλαδή, η X είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο διάστηµα [2, 10].
Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος X2 − 12X + 35 > 0.

΄Ασκηση 4.
Ενα τηλεπικοινωνιακό σύστηµα αποτελείται από µια πηγή πληροφορίας, ένα κανάλι µετάδοσης
και ένα δέκτη. Θεωρείστε µια πηγή πληροφορίας που παράγει ένα εκ τριών συµβόλων µε την ίδια
πιθανότητα. Στη συνέχεια,το κανάλι εισάγει ϑόρυβο παραµορφώνοντας το σήµα που έχει επιλεγεί
για την αποστολή του εκάστοτε συµβόλου. Ετσι, ο δέκτης λαµβάνει την τιµή Y = X + N, όπου X
η τιµή που στάλθηκε και N τυχαία µεταβλητή, που παριστάνει προσθετικό ϑόρυβο µε κανονική
κατανοµή µε µέση τιµή 0 και διασπορά σ2 = 4.

1. Υποθέστε ότι ο ποµπός κωδικοποιεί τα 3 σύµβολα ως -1, 0 ,1. Στον δέκτη το λαµβανόµενο
µήνυµα αποκωδικοποιείται ως εξής :
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• Αν Y > 1
2 , τότε αποκωδικοποιεί στο 1.

• Αν Y < −1
2 , τότε αποκωδικοποιεί στο -1.

• Αν −1
2 ≤ Y ≤ 1

2 , τότε αποκωδικοποιεί στο 0.

Καθορίστε την πιθανότητα λάθους για το παραπάνω σχήµα κωδικοποίησης/αποκωδικοποίησης.

2. Σε µια προσπάθεια να µειωθεί η πιθανότητα λάθους, γίνονται οι ακόλουθες τροποποιήσεις. Ο
ποµπός κωδικοποιεί τους 3 τύπους µηνυµάτων µε τιµές -2, 0 και 2, ενώ ο δέκτης αποκωδι-
κοποιεί ως εξής :

• Αν Y > 1
2 , τότε αποκωδικοποιεί στο 2.

• Αν Y < −1
2 , τότε αποκωδικοποιεί στο -2.

• Αν −1
2 ≤ Y ≤ 1

2 , τότε αποκωδικοποιεί στο 0.

Επαναλάβατε το ϐήµα (a) για αυτό το σχήµα κωδικοποίησης/αποκωδικοποίησης. Σχολιάστε
το αποτέλεσµα.

΄Ασκηση 5.
Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις F (u) είναι έγκυρες αθροιστικές συναρτήσεις κατανοµής (ΑΣΚ);
Για εκείνες οι οποίες είναι έγκυρες ΑΣΚ, να υπολογίσετε την πιθανότητα ότι η απόλυτη τιµή της
τυχαίας µεταβλητής υπερβαίνει το 0.5.

(α)

F (u) =


0 u < 0,
u2 0 ≤ u < 1,
1 u ≥ 1

(ϐ)

F (u) =


0 u < 1,
2u− u2 1 ≤ u ≤ 2,
1 u > 2

(γ)

F (u) =

{
1
2e

2u u ≤ 0,
1− 1

4e
−3u u > 0

(δ)

F (u) =

{
1
2e

2u u < 0,
1− 1

2e
−3u u ≥ 0



ΗΥ-217- Θεωρία Πιθανοτήτων - Χειµερινό Εξάµηνο 2018-19 3

΄Ασκηση 6.
Ο Περικλής και ο Ερµόλαος παίζουν το ακόλουθο παιχνίδι. Ο Περικλής διαλέγει τυχαία έναν α-
ϱιθµό X από µία γεννήτρια που παράγει δείγµατα µιας τ.µ. που ακολουθεί εκθετική κατανοµή
µε παράµετρο λ. Συγχρόνως, ο Ερµόλαος διαλέγει τυχαία έναν αριθµό Y από µία γεννήτρια που
παράγει δείγµατα µιας Poisson τ.µ. µε παράµετρο επίσης λ. Αν ο αριθµός του Περικλή είναι µε-
γαλύτερος από αυτόν του Ερµόλαου, τότε συνεχίζουν το παιχνίδι διαλέγοντας δύο νέους αριθµούς.
Αλλιώς, το παιχνίδι τελειώνει. Υπολογίστε την πιθανότητα ότι το παιχνίδι ϑα κρατήσει πάνω από ένα
γύρο.

Βοήθεια: Για να υπολογίσετε τη Ϲητούµενη πιθανότητα, χρησιµοποιείστε το ϑεώρηµα ολικής πιθα-
νότητας παίρνοντας ως διαµέριση του δειγµατοχώρου τα γεγονότα {Y = y}.

΄Ασκηση 7.
Ξεκινώντας τη χρονική στιγµή t = 0, αρχίζουµε να χρησιµοποιούµε λάµπες, µία κάθε ϕορά, για να
ϕωτίσουµε ένα δωµάτιο. Κάθε νέα λάµπα επιλέγεται ανεξάρτητα και ισοπίθανα από δύο εταιρίες Α
και Β. Η διάρκεια Ϲωής (σε ώρες) κάθε λάµπας ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λA = 1,
αν η λάµπα προέρχεται από την εταιρία Α και µε παράµετρο λB = 3, αν η λάµπα προέρχεται από
την εταιρία Β.

(α) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας, υπολογίστε την πιθανότητα P (D), ότι δεν ϑα
πραγµατοποιηθεί καµία αλλαγή λάµπας στις πρώτες t ώρες αυτού του πειράµατος.
(ϐ) ∆εδοµένου ότι δεν έχουµε χαλασµένη λάµπα κατά τη διάρκεια των πρώτων t ωρών, υπολογίστε
την πιθανότητα ότι η πρώτη λάµπα που χρησιµοποιούµε προέρχεται από την εταιρία Α (χρησιµο-
ποιείστε τον κανόνα του Bayes).

΄Ασκηση 8.
΄Εστω ότι η τ.µ. X ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή -10 και διασπορά σ2 = 4, δηλα-
δή X ∼ N(−10, 4). Να υπολογίσετε τις παρακάτω πιθανότητες συναρτήσει τιµών της αθροιστικής
συνάρτησης κατανοµής (ΑΣΚ) της τυπικής Γκαουσιανής, Φ(x), µε ϑετικά ορίσµατα του x.

(α) P (X < 0) (ϐ) P (−10 < X < 5) (γ) P (|X| ≥ 5) (δ) P (X2 − 3X + 2 > 0)


