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΄Ασκηση 1. ΄Εστω ότι ο τροχός σταµατά σε κάθε αριθµό µε πιθανότητα ίση µε 1/6. ΄Εστω ακόµα

ότι το κάθε αποτέλεσµα του τροχού είναι ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε

λοιπόν ότι ο αριθµός των ϕορών όπου ο αριθµός που στοιχηµάτισε ο παίκτης είναι µια διωνυµική

τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους (3, 1/6). ΄Εστω λοιπόν Χ τα κέρδη του παίκτη. Για να προσ-

διοόρισουµε αν αυτό συµφέρει ή όχι τον παίκτη, ϑα πρέπει να ϐρούµε την µέση τιµή Ε[Χ]. Οπότε

έχουµε:
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Η µέση τιµή λοιπόν είναι :

E[X] =
−125 + 75 + 30 + 3

216
= − 17

216

΄Αρα ο παίκτης ϑα χάνει 17 µονάδες σε κάθε 216 παιχνίδια.

΄Ασκηση 2.

(αʹ) Σύµφωνα µε το αξίωµα της κανονικοποίησης, ϑα πρέπει το άθροισµα των πιθανοτήτων όλων

των ενδεχόµενων µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής να ισούται µε 1, δηλαδή:

1 =

2∑
x=−2

pX(x) =
1

c
(2 + 1 + 0 + 1 + 2) =

6

c

⇒ c = 6

(ϐʹ) ΄Εχουµε:

E[X] =
∑
x

x · pX(x) =
2∑

x=−2
x
|x|
6

=
1

6
[−2 · 2 + (−1) · 1 + 0 · 0 + 1 · 1 + 2 · 2]

= 0.

Γενικά, κάθε τυχαία µεταβλητή X µε άρτια ΣΠΠ πρέπει να έχει E[X] = 0.
Σηµείωση: µια συνάρτηση λέγεται άρτια αν f(x) = f(−x), δηλαδή είναι συµµετρική γύρω

από τον άξονα των y.
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(γʹ) Αφού E[X] = 0, έχουµε Z = X2
. Συνεπώς:

pZ(z) = P ({Z = z}) = P ({X2 = z}).

Εφόσον το X µπορεί να πάρει τις τιµές ±1, ±2 (µε µη-αρνητική πιθανότητα), η τ.µ. Z = X2

µπορεί να πάρει µόνο τις τιµές 1, 4.
΄Αρα

pZ(z) = P ({X2 = z}) = pX(−
√
z) + pX(

√
z) =

|−
√
z|

6
+
|
√
z|
6

=

√
z

3
, για z = 1, 4

(δʹ) Η διασπορά µιας τ.µ. X δίδεται από τον τύπο

var(X) = E{(X − E[X])2} = E[Z]

=
∑
z=1,4

z · pZ(z)

= 4 ·
√
4

3
+ 1 ·

√
1

3
= 3.

(εʹ) Θα πρέπει να προσθέσουµε το άθροισµα των x µε µη-µηδενική πιθανότητα:

var(X) =
∑

x=±2,±1
(x− E[X])2pX(x) = (−2)2pX(−2) + (−1)2pX(−1) + 12pX(1) + 22pX(2)

= 4 · 2
6
+ 1 · 1

6
+ 4 · 2

6
+ 1 · 1

6

=
8 + 1 + 1 + 8

6
= 3.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω n ο αριθµός των ατόµων που περιέχονται στο 1 γραµµάριο του υλικού. Στο

χρονικό διάστηµα του ενός δευτερολέπτου, το κάθε άτοµο έχει πιθανότητα 3.2n να διασπαστεί και

να παράξει ένα σωµατίδιο δ. Από αυτό µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο αριθµός των ατόµων που

διασπούνται είναι µια µεταβλητή Poisson µε λ=3.2. ΄Αρα η πιθανότητα που Ϲητούµε είναι :

P{X ≤ 2} = e−3.2 + 3.2e−3.2 +
3.2

2
e−3.2

΄Ασκηση 4. (α) ΄Εστω X ο αριθµός των χαµένων πακέτων σε ένα καρέ. Αναγνωρίσουµε ότι η

τ.µ. X ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n = 1000 και p = 0.001, δηλαδή X ∼
∆(n = 1000, p = 0.001). Παρατηρούµε buffering όταν X ≥5. Συνεπώς,

P (X ≥ 5) = 1− P (X ≤ 4) = 1−
4∑

k=0

(
1000

k

)
(0.001)k(0.999)1000−k = 0.003637

(ϐ)Καθώς το n είναι µεγάλο και το p µικρό, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την Poisson προσέγγι-

ση της ∆ιωνυµικής. ΄Εστω Y µία Poisson τ.µ. µε παραµέτρους λ = np = 1000 ·10−3 = 1. Σύµφωνα

µε τη Poisson προσέγγιση, η πιθανότητα ότι πέντε ή περισσότερα πακέτα ενός καρέ ϑα χαθούν

προσεγγίζεται από:

P (X ≥ 5) ≈ P (Y ≥ 5) = 1−P (Y ≤ 4) = 1−
4∑

k=0

e−λλk

k!
= 1−e−1(1+ 1

1!
)+

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
= 0.00366
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΄Ασκηση 5. (α) Από τη στιγµή που το Ϲάρι είναι δίκαιο, γνωρίζουµε ότι η πιθανότητα να έρθει η

κάθε πλεύρά του Ϲαριού είναι ίση µε
1
6 . ΄Αρα για την µέση τιµή έχω ότι :

E[X] = 1
1

6
+ 2

1

6
+ 3

1

6
+ 4

1

6
+ 5

1

6
+ 6

1

6
=

7

2

και για την διασπορά έχω:

E[X2] = 12
1

6
+ 22

1

6
+ 32

1

6
+ 42

1

6
+ 52

1

6
+ 62

1

6
=

91

6

Συνεπώς

var(X) =
91

6
−
(7
2

)2
=

35

12

(ϐ) Θέτουµε Y = X2
. Η σ.π.π της Y δίνεται από τις παρακάτω εξισώσεις :

P{Y = 1} = P{X = −1}+ P{X = 1} = 0.5

P{Y = 0} = P{X = −0} = 0.5

΄Αρα

E[Y ] = E[X2] = 1 · 0.5 + 0 · 0.5 = 0.5

(γ) ΄Εστω Ξ ο αριθµός των τυπογραφικών λαθών στην τελευταία σελίδα των σηµειώσεών σας. ΄Εχουµε

πως

P{X ≥ 1} = 1− P{X = 0} = 1− e−1/2 ≈ 0.393

(δ) Από την στιγµή που ο µαθητής επιλέγεται τυχαία ισχύει ότι :

P{X = 44} = 44

120
, P{X = 36} = 36

120
, P{X = 40} = 40

120

άρα:

E[X] = 44
(11
30

)
+ 40

(1
3

)
+ 36

( 3

10

)
=

1028

30

΄Ασκηση 6.

(α) Αν για πρώτη ϕορά επιλέξουµε µπλε µπάλα στο i-οστό στάδιο, στα προηγούµενα (i− 1) στάδια

επιλέξαµε κόκκινη µπάλα. Συνεπώς:

P (X = 1) =
1

2
, P (X = 2) =

1

2
· 1
3
, P (X = 3) =

1

2
· 2
3
· 1
4
=

1

3
· 1
4
,

P (X = 4) =
1

2
· 2
3
· 3
4
· 1
5
=

1

4
· 1
5
, . . .

Γενικά, λοιπόν, ισχύει :

P (X = i) =
1

i(i+ 1)
, i ≥ 1

(ϐ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :



Πιθανότητες - 2018/ Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων 4

P (X > n) = 1− P (X ≤ n) = 1−
n∑
i=1

1

i(i+ 1)

= 1−
(

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

n · (n+ 1)

)
= 1−

(
1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

n
− 1

n+ 1

)
=

1

n+ 1

Για n→∞ ισχύει :

lim
n→∞

P (X > n) = 0

συνεπώς η µπλε µπάλα ϑα επιλεγεί τελικά µε πιθανότητα 1.

(γ) Η µέση τιµή της X είναι :

E[X] =
∑
i

i · P [X = i] =
∞∑
i=1

i

(
1

i(i+ 1)

)
=
∞∑
i=1

1

i+ 1
=∞

΄Ασκηση 7.

(αʹ)

pX(x) =
3∑
y=1

pX,Y (x, y), x = 1, 2, 3

Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pX(x) =


4/9, x = 1

3/9, x = 2

2/9, x = 3

0, αλλού

Εύκολα προκύπτει ότι :

E[X] =
3∑

x=1

x · pX(x) = 1 · 4
9
+ 2 · 3

9
+ 3 · 2

9
=

16

9

(ϐʹ) Οµοίως,

pY (y) =
3∑

x=1

pX,Y (x, y), y = 1, 2, 3

Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pY (y) =


2/9, y = 1

3/9, y = 2

4/9, y = 3

0, αλλού

΄Αρα µπορούµε να συµπεράνουµε πως:

E[Y ] =

3∑
y=1

y · pY (y) = 1 · 2
9
+ 2 · 3

9
+ 3 · 4

9
=

20

9
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(γʹ) ΄Εχουµε ότι :

PY |A(y) =
P (Y = y, A)

P (A)

όπου,

P (A) = P (X ≤ 2) =

2∑
i=1

pX(x)

= pX(1) + pX(2)

=
4

9
+

3

9

=
7

9

Επίσης, ισχύει ότι :

• {Y = 1} ∩ {X ≤ 2} =
{
(1, 1), (2, 1)

}
. ’ρα,

P (Y = 1, A) = pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 1) =
1
9 + 0 = 1

9

• {Y = 2} ∩ {X ≤ 2} =
{
(1, 2), (2, 2)

}
. ’ρα,

P (Y = 2, A) = pX,Y (1, 2) + pX,Y (2, 2) =
2
9 + 1

9 = 3
9

• {Y = 3} ∩ {X ≤ 2} =
{
(1, 3), (2, 3)

}
. ’ρα,

P (Y = 3, A) = pX,Y (1, 3) + pX,Y (2, 3) =
1
9 + 2

9 = 3
9

΄Αρα, ϑα είναι :

pY |A(y) =


1/7, y = 1

3/7, y = 2

3/7, y = 3

0, αλλού

Επίσης, ισχύει ότι :

E[Y |A] =
3∑
y=1

y · pY |A(y) = 1 · 1
7
+ 2 · 3

7
+ 3 · 3

7
=

16

7

E[Y 2|A] =
3∑
y=1

y2 · pY |A(y) = 12 · 1
7
+ 22 · 3

7
+ 32 · 3

7
=

40

7

var(Y |A) = E[Y 2|A]−
(
E[Y |A]

)2
=

40

7
−
(16
7

)2
=

24

49
= 0.49

(δʹ) ΄Εχουµε ότι :

E[Z] = E[3 ·X + 2 · Y + 7]

= 3 · E[X] + 2 · E[Y ] + 7

= 3 · 16
9

+ 2 · 20
9

+ 7

=
151

9
= 16.78

(εʹ) Καθώς οι X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, ϑα είναι :

pX̃,Ỹ (x, y) = pX̃(x) · pỸ (y), x, y = 1, 2, 3.
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όπου οι pX̃(x) και pỸ (y) ακολουθούν τις εκφράσεις στα (α) και (ϐ).

Οι τιµές της pX̃,Ỹ (x, y) ϕαίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

Ỹ=1 Ỹ=2 Ỹ=3

X̃=1
8
81

12
81

16
81

X̃=2
6
81

9
81

12
81

X̃=3
4
81

6
81

8
81

΄Ασκηση 8. (α) Χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι pN,K(n, k) = pN |K(n|k)pK(k) για να υπολογίσουµε

την από κοινού σ.π.π :

pN,K(n, k) =

{
1/(4k), k = 1, 2, 3, 4 και n = 1, ..., k;

0, αλλίως

(ϐ) Η σ.π.π pN (n) δίνεται από τον ακόλουθο τύπο:

pN (n) =
∑
k

pN,K(n, k) =
4∑

k=n

1

4k

δηλαδή:

pN (n) =


25/48, n = 1
13/48, n = 2
7/48, n = 3
3/48, n = 4
0, αλλιώς

(γ) Η δεσµευµένη σ.π.π είναι :

pK|N (k|2) =
pN,K(2, k)

pN (2)
=


6/13, k = 2;
4/13, k = 3;
3/13, k = 4;
0, αλλιώς

(δ) ΄Εστω A το γεγονός ότι 2 ≤ N ≤ 3. Πρώτα υπολογίζουµε την δεσµευµένη σ.π.π τουK δεδοµένου

του A:

pK|A(k) =
P (K = k,A)

P (A)

P (A) = pN (2) + pN (3) = 5/12

P (K = k,A) =


1/8, k = 2;

1/12 + 1/12, k = 3;
1/16 + 1/16, k = 4;

0, αλλιώς

pK|A(k) =


3/10, k = 2;
2/5, k = 3;
3/10, k = 4;
0, αλλιώς

Επειδή η δεσµευµένη σ.π.π τουK δεδοµένου του A είναι συµµετρική γύρω από το k = 3, γνωρίζου-
µε ότι E[K|A] = 3. Μπορούµε τώρα να υπολογίζουµε την δεσµευµένη διασπορά του K δεδοµένου

του A:

var(K|A) = E[(K − E[K|A])2|A] = 3/10(2− 3)2 + 2/5(0) + 3/10(4− 3)2 = 3/5
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(ε) ΄Εστω Ci το κόστος ενός ϐιβλίου i και E[Ci] = 3. ΄Εστω T το συνολικό κόστος, δηλαδή T =
C1 + ...+ CN . Μπορούµε να υπολογίσουµε το E[T ] ως εξής :

E[T ] =

4∑
i=1

E[T |N = i]pN (i)

= E[Ci]pN (1) + 2E[Ci]pN (2) + 3E[Ci]pN (3) + 4E[Ci]pN (4)

= 3(25/48) + 6(13/48) + 9(7/48) + 12(1/16)

= 21/4


