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΄Ασκηση 1. Σε ένα τηλεπαιχνίδι, ο διαγωνιζόµενος καλείται να διαλέξει στην τύχη έναν αριθµό,
από το 1 µέχρι το 6. ΄Οταν αποφασίσει, εµφανίζεται ένας τροχός ο οποίος γυρίζει τρεις ϕορές,
και σταµατά κάθε ϕορά σε έναν από του έξι αυτούς αριθµούς. Αν ο αριθµός που στοιχηµάτισε ο
παίκτης εµφανιστεί x ϕορές, όπου x = 1, 2, 3, τότε ο παίκτης κερδίζει x ϐαθµούς. Εάν ο αριθµός
δεν εµφανιστεί, τότε ο παίκτης χάνει έναν ϐαθµό. ΄Εστω µια µεταβλητή A που δηλώνει τα κέρδη του
διαγωνιζόµενου. Να ϐρεθεί εάν συµφαίρει κάποιον να πάρει µέρος στο τηλεπαιχνίδι.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω η τ.µ. X µε Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ):

pX(x) =

{
|x|
c , αν x = −2,−1, 0, 1, 2
0, αλλίως

(αʹ) Υπολογίστε την τιµή της σταθεράς c.

(ϐʹ) Υπολογίστε τη µέση τιµή E[X] της τ.µ. X

(γʹ) Ορίζουµε τη νέα τ.µ. Z = (X − E[X])2. Υπολογίστε τη ΣΠΠ pZ(z) της τ.µ. Z.

(δʹ) Χρησιµοποιώντας το (γ), υπολογίστε τη διασπορά var(X) της τ.µ. X.

(εʹ) Υπολογίστε τη διασπορά της τ.µ. X χρησιµοποιώντας τον τύπο: var(X) =
∑

x(x−E[X])2pX(x).

΄Ασκηση 3. Σε ένα εργαστήριο έχουν σε µικρή ποσότητα ένα ϱαδιενεργό υλικό που, υπό κατάλληλες
συνθήκες, παράγει σωµατίδια δ. ΄Εστω ένα πείραµα στο οποίο µετράµε πόσα σωµατίδια δ παράγει
ένα γραµµάριο του υλικού για χρονικό διάστηµα ενός δευτερολέπτου. Παλαιότερες µετρήσεις δε-
ίχνουν ότι ότι κατά µέσον όρο παράγονται 3.2 τέτοια σωµατίδια. Να ϐρεθεί η πιθανότητα να µη
παραχθούν περισσότερα από 2 σωµατίδια δ σε 1 δευτερόλεπτο.

΄Ασκηση 4. Παρακολουθείτε ένα ϐίντεο για διακριτές τυχαίες µεταβλητές στο Y ouTube , το οποίο
περιέχει 30 καρέ το δευτερόλεπτο. Κάθε καρέ αποτελείται από 1000 πακέτα. Κάθε ϕορά που ένα
καρέ αναπαράγεται στον υπολογιστή σας, αν 5 ή περισσότερα πακέτα αυτού του καρέ έχουν χαθεί
(δηλαδή έχετε λάβει 995 ή λιγότερα πακέτα του καρέ), παρατηρείτε το λεγόµενο ϕαινόµενο του
buffering (καθυστέρηση στην αναπαραγωγή του ϐίντεο). Κάθε πακέτο χάνεται µε πιθανότητα p,
ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα.

(α) ΄Εστω ότι p = 0.001. Υπολογίστε την πιθανότητα να παρατηρήσετε buffering.

(ϐ)Υπολογίστε ξανά την παραπάνω πιθανότητα χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της Poisson κα-
τανοµής.
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΄Ασκηση 5. Απαντήστε στα παρακάτω:

(α) Ρίχνουµε ένα δίκαιο Ϲάρι µία ϕορά και έστω Χ το αποτέλεσµα της ϱίψης. Να υπολογιστέι το Ε[Χ]
και το V ar(X).

(ϐ) ΄Εστω Χ µια τυχαία µεταβλητή που πάιρνει την τιµή -1 µε πιθνότητα P{X = −1} = 0.2, την τιµή
1 µε πιθανότητα P{X = 1} = 0.3 και την τιµή 0 µε πιθανότητα P{X = 0} = 0.5. Να υπολογιστεί
το E[X2].

(γ) Βρίσκεστε σε µια διάλεξη του µαθήµατος ΗΥ-217 και κρατάτε σηµειώσεις. Στο τέλος του µα-
ϑήµατος ο καθηγητής πάει να σβήσει τον πίνακα, οπότε για να προλάβετε, γράφετε ϐιαστικά την
τελευταία σελίδα, µε αποτέλεσµα να κάνετε ορθογραφικά λάθη. ΄Εστω ότι ο αριθµός των λαθών είναι
µια Poisson τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο λ = 1

2 . Να υπολογίσετε την πιθανότητα να υπάρχει
τουλάχιστον ένα λάθος στήν τελευταία σελίδα.

(δ) ΄Ενα σχολείο µε 120 µαθητές πηγαίνει µια εκδροµή, για την οποία χρειάστηκαν 3 λεοφορεία.
Επειδή τα λεοφορεία δεν είχαν το ίδιο µέγεθος, η κατανοµή των παιδιών έχει ως εξής : Το πρώτο
λεοφορείο ϑα πάρει 44 άτοµα, το δεύτερο 36 και το τρίτο 40. ΄Εστω ότι διαλέγουµε στην τύχη έναν
µαθητή και έστω X ο αριθµός των µαθητών που είναι στο λεωφορείο του. Να ϐρεθεί η Ε[Χ].

΄Ασκηση 6. ΄Ενα δοχείο περιέχει αρχικά µία κόκκινη µπάλα και µία µπλε µπάλα. Σε κάθε στάδιο
του πειράµατος, επιλέγουµε τυχαία µία µπάλα από το δοχείο και την επανατοποθετούµε µέσα στο
δοχείο µαζί µε ακόµα µία µπάλα του ίδιου χρώµατος. ∆ηλαδή, αν την πρώτη ϕορά επιλέξουµε την
κόκκινη µπάλα, τότε αυτή τοποθετείται πάλι στο δοχείο µάζι µε άλλη µία κόκκινη µπάλα, οπότε το
δοχείο περιέχει 2 κόκκινες και µία µπλε. ΄Εστω X το πλήθος των σταδίων έως την επιλογή της µπλε
µπάλας. Π.χ. αν στο πρώτο στάδιο επιλέθηκε κόκκινη µπάλα και στο δεύτερο στάδιο µπλε, τότε
X = 2.
(α) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας, pX(i), της τ.µ. X.
(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X > n), όπου n ϕυσικός αριθµός, και δείξτε ότι η πιθανότητα του
γεγονότος να επιλεγεί τελικά η µπλε µπάλα είναι 1.
(γ) Υπολογίστε τη µέση τιµή τηςX. Με άλλα λόγια, πόσα στάδια (πόσος χρόνος) ϑα χρειαστούν κατά
µέσο όρο για να επιλεγεί η µπλε µπάλα ·

΄Ασκηση 7. Θεωρείστε τις δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) µε από κοινού συνάρτηση πιθα-
νότητας (σ.π.) όπως ϕαίνεται στον ακόλουθο πίνακα:

Y = 1 Y = 2 Y = 3

X = 1 1/9 2/9 1/9
X = 2 0 1/9 2/9
X = 3 1/9 0 1/9

(α) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pX(x) της τ.µ. X. Υπολογίστε την µέση τιµή της X, E[X].

(ϐ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pY (y) της τ.µ. Y . Υπολογίστε την µέση τιµή της Y , E[Y ].

(γ) Υπολογίστε την δεσµευµένη σ.π. της τ.µ. Y , pY/A(y), δεδοµένου του γεγονότος A = {X ≤ 2}.
Ποια είναι η µέση τιµή, δεύτερη ϱοπή, και διασπορά της τ.µ. Y δεδοµένου του Α, δηλαδή ποια
είναι τα E[Y/A],E[Y 2/A], και var(Y/A), αντίστοιχα ;
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(δ) Εστω η τ.µ. Z = g(X,Y ) = 3X + 2Y + 7. Υπολογίστε τη µέση τιµή της τ.µ. Z.

(ε) Εστω η τ.µ. X̃ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. X και η τ.µ. Ỹ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. Y .
΄Εστω ότι οι τ.µ. X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες. Υπολογίστε την από κοινού σ.π. των X̃ και Ψ.

΄Ασκηση 8. Ο Χρήστος αφιερώνει Κ ώρες στην αγορά ϐιβλίων, όπου Κ µια διακριτή τ.µ µε ισοπίθανες
τιµές 1,2,3 και 4. Ο αριθµός Ν των ϐιβλίων που αγοράζει ο Χρήστος είναι και αυτός µια διακριτή
τ.µ που εξαρτάται από το πόση ώρα ψωνίζει. ΄Αρα:

pN/K(n/k) =
1

k
, για n = 1, . . . , k.

(α) Υπολογίστε την από κοινού σ.π. των K και N .
(ϐ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. της N .
(γ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π. της K δεδοµένου του γεγονότος N = 2.
(δ) Μας δίδεται ότι ο Χρήστος αγόρασε τουλάχιστον 2 αλλά όχι περισσότερα από 3 ϐιβλία. Υπολογίστε
τη δεσµευµένη µέση τιµή και διασπορά της K, δεδοµένης της παραπάνω πληροφορίας.
(ε) Το κόστος κάθε ϐιβλίου είναι τ.µ. µε µέση τιµή ίση µε 3 ευρώ. Υπολογίστε τη µέση τιµή του
ποσού το οποίο ο Χρήστος ξόδεψε συνολικά σε ϐιβλία. Υπόδειξη : ∆εσµεύστε ως προς τα γεγονότα
N = 1, . . . , N = 4 και χρησιµοποιήστε το ϑεώρηµα ολικής µέσης τιµής.


