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Λύσεις Τρίτης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.

(i) Ορίζουµε το γεγονός : A = {Τα 7 χαρτιά περιέχουν ακριβώς 3 άσσους}.
Συνολικά υπάρχουν

(
52
7

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 7 ϕύλλα από µια τράπουλα 52 ϕύλλων.

Ας µετρήσουµε πόσοι από τους συνδυασµούς αυτούς περιέχουν ακριβώς 3 άσσους.

Παρατήρηση: Το σκεπτικό είναι ότι χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε υποσύνολα, και

µετράµε τους συνδυασµούς µέσα σε αυτά.

Πιο συγκεκριµένα, εδώ έχουµε ένα υποσύνολο που περιέχει τους 4 άσσους, και άλλο ένα που

περιέχει τα υπόλοιπα 48 ϕύλλα τα οποία δεν είναι άσσοι, εκ των συνολικά 52 ϕύλων.

Υπάρχουν λοιπόν δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 3 από τους 4 άσσους, και δυνατοί τρόποι

να τραβήξουµε τα υπόλοιπα 4 ϕύλλα από τα 48 ϕύλλα της τράπουλας που έχουν αποµείνει.

Συνεπώς, υπάρχουν δυνατοί συνδυασµοί να τραβήξουµε 7 ϕύλλα που να περιέχουν ακριβώς

3 άσσους.

Για να ϐρούµε την πιθανότητα ότι στα 7 ϕύλλα περιέχονται 3 άσσοι, διαιρούµε αυτόν τον

αριθµό µε το συνολικό πλήθος των δυνατών συνδυασµών να διαλέξουµε 7 ϕύλλα από µια

τράπουλα των 52 ϕύλλων, και τελικά έχουµε:

p1 =

(
4
3

)
·
(
48
4

)(
52
7

) =
4 · 194580

133784560
=

778320

133784560
= 0.0058.

(ii) Με ανάλογο συλλογισµό όπως παραπάνω, υπάρχουν

(
4
2

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 2 από

τους 4 ϐαλέδες, και

(
48
5

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε τα υπόλοιπα 5 ϕύλλα από τα 48 ϕύλλα

της τράπουλας που έχουν αποµείνει.

Συνεπώς, υπάρχουν

(
4
2

)
·
(
48
5

)
δυνατοί συνδυασµοί να τραβήξουµε 7 ϕύλλα, που να περιέχουν

ακριβώς 2 ϐαλέδες.

Η πιθανότητα στα 7 ϕύλλα να περιέχονται 2 ϐαλέδες είναι τελικά:

p2 =

(
4
2

)
·
(
48
5

)(
52
7

) =
6 · 1712304

133784560
=

10273824

133784560
= 0.0768.

(iii) Θεωρούµε τα ενδεχόµενα:

A = {Τραβήξαµε 7 ϕύλλα που περιέχουν ακριβώς 3 άσσους}
B = {Τραβήξαµε 7 ϕύλλα που περιέχουν ακριβώς 2 ϐαλέδες}
Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι η πιθανότητα της ένωσης : P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (A∩B).

Οι πιθανότητες P (A) και P (B) είναι γνωστές, από τα προηγούµενα ερωτήµατα, άρα πρέπει

να ϐρούµε την πιθανότητα P (A ∩ B). Το γεγονός (A ∩ B) συµβαίνει µε την επιλογή 3 από

τους 4 άσσους, 2 από τους 4 ϐαλέδες, και 2 από τα υπόλοιπα 44 ϕύλλα.

Συνολικά λοιπόν, υπάρχουν

(
4
3

)
·
(
4
2

)
·
(
44
2

)
δυνατοί τρόποι για να επιλέξουµε 7 ϕύλλα που

περιέχουν ακριβώς 3 άσσους και 2 ϐαλέδες. ΄Αρα,η πιθανότητα P (A ∩B) ϑα είναι :

P (A ∩B) =

(
4
3

)
·
(
4
2

)
·
(
44
2

)(
52
7

) =
4 · 6 · 946

133784560
=

22704

133784560
= 1.6971× 10−4
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Τελικά, η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι :

p3 = p1 + p2 − P (A ∩B) = 0.0058 + 0.0768− 1.6971× 10−4 = 0.0828.

΄Ασκηση 2.

(i) Ο τύπος για τους ανασυνδυασµούς n αντικειµένων εκ των οποίων υπάρχουν k1 αντικείµενα

τύπου 1, k2 αντικείµενα τύπου 2, . . . , km αντικείµενα τύπου m είναι :

n!

k1! · k2! · k3! · · · km!
.

Με ϐάση αυτόν τον τύπο, η λύση του προβλήµατος έχει ως εξής :

(α) Με την λέξη ΚΡΙΜΑ µπορούµε να κάνουµε:

5!

1! · 1! · ... · 1!
= 5! = 120

αναγραµµατισµούς, αφού κανένα γράµµα δεν εµφανίζεται παραπάνω από 1 ϕορά.

(ϐ) Με την λέξη ΚΑΛΗΜΕΡΑ µπορούµε να κάνουµε:

8!

1! · 2! · 1! · 1! · 1! · 1! · 1!
=

8!

2!
=

40320

2
= 20160

αναγραµµατισµούς, αφού το γράµµα ”A” εµφανίζεται 2 ϕορές, και τα υπόλοιπα γράµ-

µατα από 1 ϕορά.

(γ) Με την λέξη ΠΑΠΑΚΙ µπορούµε να κάνουµε:

6!

2! · 2! · 1! · 1!
=

6!

2! · 2!
=

720

4
= 180

αναγραµµατισµούς, αφού τα γράµµατα ”Π” και ”A” εµφανίζονται 2 ϕορές, και τα υ-

πόλοιπα γράµµατα από 1 ϕορά.

(δ) Με την λέξη ΑΓΓΑΡΕΙΑ µπορούµε να κάνουµε:

8!

3! · 2! · 1! · 1! · 1!
=

8!

3! · 2!
=

40320

12
= 3360

αναγραµµατισµούς, αφού το γράµµα ”A” εµφανίζεται 3 ϕορές, το γράµµα ”Γ” εµφα-

νίζεται 2 ϕορές, και τα υπόλοιπα γράµµατα από 1 ϕορά.

(ii) Εδώ απλά ϑέλουµε να µοιράσουµε 9 αντικείµενα (τα 9 παιχνίδια) σε τρεις κατηγορίες των

τεσσάρων, τριών και δύο. Συνεπώς υπάρχουν:(
9

4, 3, 2

)
=

9!

4!3!2!
= 1260

διαφορετικοί τρόποι για να γίνει κάτι τέτοιο.

Παρατήρηση: Εναλλακτικά, αν δεν ϑέλουµε να χρησιµοποιήσουµε έναν έτοιµο τύπο, σκε-

ϕτόµαστε ως εξής :
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Η πρώτη νίκη µπορεί να εµφανιστεί σε οποιονδήποτε από 9 αγώνες, η δεύτερη σε οποιονδήποτε

από 8, κ.ο.κ., και για τα 9 αποτελέσµατα, λαµβάνοντας τελικά 9! δυνατά αποτελέσµατα.

Παρατηρήστε ότι οι νίκες εµφανίζονται µε 4! διαφορετικές σειρές, οι ισοπαλίες µε 3! διαφορε-

τικές σειρές, και οι ήττες µε 2! διαφορετικές σειρές.

Για κάθε µία συγκεκριµένη ακολουθία αποτελεσµάτων όπου οι νίκες/ισοπαλίες/ήττες δεν

είναι διακριτές, υπάρχουν 4! · 3! · 2! ακολουθίες όπου οι νίκες/ισοπαλίες/ήττες δεν είναι

διακριτές.

΄Αρα, αν X είναι ο Ϲητούµενος αριθµός, ϑα πρέπει :

X · 4! · 3! · 2! = 9!⇒ X =
9!

4!3!2!
= 1260.

΄Ασκηση 3. Εφόσον δεν µας ενδιαφέρει η σειρά, ϑα πρέπει κατευθείαν να σκεφτούµε ότι πρέπει να

χρησιµοποιήσουµε συνδυασµούς για να ϐρούµε το Ϲητούµενο.

΄Εστω ότι έχουµε 4 τάξεις των 25 ϕοιτητών, τις Α, Β, Γ, ∆. Τότε, η πιθανότητα να ϐρίσκονται ο Κώστας

και η Ελένη µαζί σε µία συγκεκριµένη τάξη ϑα είναι :

p4 =
Πλήθος συνδυασµών που περιέχουν τον Κώστα και την Ελένη-π.χ. στην τάξη Α

Συνολικό πλήθος συνδυασµών 100 ϕοιτη΄των σε τάξεις των 25 ϕοιτητών

Παρατήρηση: Σε τέτοιου είδους ασκήσεις, αρχικά σκεφτόµαστε τις περιπτώσεις να πραγ-

µατοποιηθεί το Ϲητούµενο ενδεχόµενο, και στη συνέχεια Ϲωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε

υποσύνολα, στα οποία µετράµε το πλήθος των συνδυασµών.

Εν προκειµένω, χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε ένα υποσύνολο που περιέχει τον Κώστα και την

Ελένη, και σε ένα άλλο υποσύνολο που περιέχει τους υπόλοιπους 98 ϕοιτητές.

Για να συµπληρωθεί η τάξη των 25 ϕοιτητών, από το πρώτο σύνολο διαλέγουµε και τους 2, ενώ από

δεύτερο υποσύνολο διαλέγουµε τους υπόλοιπους 23. Η πιθανότητα να συµβεί αυτό είναι :(
2
2

)
·
(
98
23

)(
100
25

)
Καθώς υπάρχουν συνολικά 4 διαφορετικές τάξεις (Α, Β, Γ, ∆), η πιθανότητα να ϐρίσκονται ο Κώστας

και η Ελένη µαζί σε κάποια από αυτές ϑα είναι :

p5 = 4 ·
(
2
2

)
·
(
98
23

)(
100
25

) = 4 · 1 · 1.4698× 1022

2.4252× 1023
=

5.8793× 1022

2.4252× 1023
= 0.2424.

Παρατήρηση: Εναλλακτικά, τοποθετούµε τον Κώστα σε µία συγκεκριµένη τάξη µε πιθανότητα
1
4

(όλες οι τάξεις ϑεωρούνται ισοπίθανες).

Για την Ελένη υπάρχουν 99 πιθανές τοποθετήσεις, από τις οποίες µόνο οι 24 την ϐάζουν στην ίδια

τάξη µε τον Κώστα.

Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα να (να µπουν µαζί σε οποιαδήποτε τάξη) ϑα είναι :

p5 = 4 · 1

4
· 24

99
=

24

99
= 0.2424.

΄Ασκηση 4. Χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε ένα υποσύνολο που περιέχει τα 4 ϕύλλα ης Αλίκης,

και σε ένα άλλο που περιέχει τα υπόλοιπα 48 ϕύλλα της τράπουλας.

Για να κερδίσει η Αλίκη ϑα πρέπει ο Βασίλης να επιλέξει και τα 4 ϕύλλα από το πρώτο σύνολο.

Εφόσον τα 4 ϕύλλα της Αλίκης είναι συγκεκριµένα, ο Βασίλης πρέπει να διαλέξει επιπλέον 4
οποιαδήποτε ϕύλλα από το δεύτερο σύνολο.
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Συνεπώς, το συνολικό πλήθος των δυνατών συνδυασµών ϕύλλων του Βασίλη στους οποίους περι-

λαµβάνονται τα 4 ϕύλλα της Αλίκης είναι :

(
4
4

)
·
(
48
4

)
.

Το συνολικό πλήθος των τρόπων µε τους οποίους ο Βασίλης µπορεί να διαλέξει οποιαδήποτε 8 από

τα συνολικά 52 ϕύλλα της τράπουλας είναι :

(
52
8

)
.

΄Αρα, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι τελικά:

p6 =

(
4
4

)
·
(
48
4

)(
52
8

) =
1 · 194580

270725
=

194580

270725
= 0.7187

΄Ασκηση 5.

(i) Ο δειγµατοχώρος του πειράµατος αποτελείται από 9 ισοπίθανα Ϲευγάρια (i, j) µε i, j = 1, 2, 3.
Για κάθε τιµή της Τ.Μ.X (0,±1,±2), υπολογίζουµε το πλήθος των αποτελεσµάτων που δίνουν

διαφορά που ισούται µε τη αντίστοιχη τιµή της Τ.Μ. X. Για παράδειγµα, το γεγονός {X = 0}
προκύπτει όταν έρθουν οι 3 διπλές (1, 1), (2, 2), και (3, 3).

Καταµετρούµε τον αριθµό των ευνοϊκών περιπτώσεων για κάθε ενδεχόµενο (τιµή της Τ.Μ. Χ)

προς εκείνον των συνολικών πιθανών περιπτώσεων. Εύκολα προκύπτει τότε ότι η Ϲητούµενη

Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) ϑα έχει την ακόλουθη µορφή:

pX(x) =


1/9 x = −2, 2

2/9 x = −1, 1

3/9 x = 0

0 αλλού.

Παρατήρηση: Η pX(x) είναι µία έγκυρη Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας), καθώς ικανοποιεί

την Συνθήκη Κανονικοποίησης :

2∑
x=−2

pX(x) =
1

9
+

2

9
+

3

9
+

2

9
+ +

1

9
= 1

Η γραφική της παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [−4, 4]) ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) pX(x).
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(ii) ΄Εστω Y = X2
. Εύκολα προκύπτει ότι η Y παίρνει τις τιµές 0, 1, 4.

Επίσης, {Y = 0} ↔ {X = 0}, {Y = 1} ↔ {X = −1} ∪ {X = 1} και {Y = 4} ↔ {X =
−2} ∪ {X = 2}.
Ταιριάζοντας τις δυνατές τιµές του X και τις πιθανότητες τους µε τις πιθανές τιµές του Y
έχουµε:

pY (y) =


2/9 y = 4

4/9 y = 1

3/9 y = 0

0 αλλού.

Παρατήρηση: Η pY (y) είναι µία έγκυρη Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας), καθώς ικανοποιεί

την Συνθήκη Κανονικοποίησης :

4∑
y=0,y 6=3

pY (y) =
3

9
+

4

9
+

2

9
= 1

Η γραφική της παράσταση (περιορισµένη στο διάστηµα [−5, 5]) ϕαίνεται στο Σχήµα 2.
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Σχήµα 2: Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας) pY (y).

΄Ασκηση 6.

(i) Αρχικά παρατηρούµε ότι ο δειγµατικός χώρος Ω του πειράµατος αποτελείται από |Ω| =
(
15
5

)
στοιχεία.

Αναφορικά µε το πεδίο τιµών της τ.µ. X, SX , δεδοµένης της αρίθµησης µε ϐάση την ¨αρ-

χαιότητα στην ϐουλή¨ καθώς και του γεγονότος ότι ο πρόεδρος ϑα είναι ο αρχαιότερος της

σχηµατιζόµενης υποεπιτροπής, έχουµε: SX = {5, 6, ..., 15}.
Σχετικά µε την συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X παρατηρούµε ότι X = x, όπου x =
5, 6, ..., 15 αν και µόνο αν επιλεγούν για την υποεπιτροπή το άτοµο x και άλλα 4 άτοµα

αποκλειστικά στα πρώτα x− 1. Αυτό µπορεί να γίνει µε

(
x−1
4

)
τρόπους.

Ως εκ τούτου, η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X ϑα είναι :
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pX(x) = P (X = x) =

(
x−1
4

)(
15
5

) , x = 5, 6, ..., 15.

(ii) Αναφορικά µε το πεδίο τιµών της τ.µ. Y , SY , δεδοµένης της αρίθµησης µε ϐάση την ¨αρχαι-

ότητα στην ϐουλή¨ καθώς και του γεγονότος ότι ο γραµµατέας ϑα είναι ο δεύτερος αρχαιότερος

της σχιµατιζόµενης υποεπιτροπής (µετά τον πρόεδρό της), έχουµε: SY = {4, 5, ..., 14}.
Σχετικά µε την συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Y παρατηρούµε ότι Y = y, όπου y =
4, 5, ..., 14 αν και µόνο αν επιλεγούν για την υποεπιτροπή κάποιο από τα άτοµα y + 1, y +
2, ..., 15, το άτοµο y και άλλα 3 άτοµα αποκλειστικά στα πρώτα y − 1. Αυτό µπορεί να γίνει

µε (15− y) ·
(
y−1
3

)
τρόπους.

Ως εκ τούτου, η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Y ϑα είναι :

pY (y) = P (Y = y) =
(15− y) ·

(
y−1
3

)(
15
5

) , y = 4, 5, ..., 14.

΄Ασκηση 7.

(i) Το Ϲάρι είναι δίκαιο, οπότε κάθε αριθµός έχει την ίδια πιθανότητα να εµφανιστεί, ίση µε
1
6 .

Συνεπώς, έχουµε:

pX(8) = P (X = 8) = P ({1}) =
1

6

pX(5) = P (X = 5) = P ({2, 3}) = P ({2}) + P ({3}) =
1

6
+

1

6
=

2

6

pX(−z) = P (X = −z) = P ({4, 5, 6}) = P ({4}) + P ({5}) + P ({6}) =
1

6
+

1

6
+

1

6
=

3

6

Παρατήρηση: Η pX(x) είναι µία έγκυρη Συνάρτηση Πιθανότητας (Μάζας), καθώς ικανοποιεί

την Συνθήκη Κανονικοποίησης :

∑
x

pX(x) =
1

6
+

2

6
+

3

6
= 1

(ii) Με ϐάση τον ορισµό της Μέσης Τιµής, έχουµε:

µX = −1⇒
∑
x

xpX(x) = −1⇒ 8 · (1

6
) + 5 · (2

6
)− z · (3

6
) = −1⇒ 18− 3z

6
= −1⇒ z = 8.


