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Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.

Εκτελούµε 50 ( n ) ανεξάρτητες δοκιµές Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p = 0.05. Θεωρούµε,
δηλαδή, επιτυχία το γεγονός ότι το άτοµο διαθέτει το συγκεκριµένο γονίδιο. Για να υπολογίσουµε
τη µέση τιµή χρησιµοποιούµε το γνωστό τύπο της διωνυµικής, E[X] = n · p = 50 · 0.05 = 2.5.
Επίσης, Ϲητάµε την πιθανότητα, το πλήθος των επιτυχιών να είναι το πολύ ίσο µε 2, µε τη χρήση της
προσέγγισης ‘‘Poisson". Ισχύει λ = 50 · (0.05) = 2.5 και :

P '
2∑

k=0

e−2.5(2.5)k

k!
= e−2.5(1 + 2.5 +

6.25

2
) = 6.625 · e−2.5

΄Ασκηση 2. (α,i) P (X = 2) =
(
10
2

)
p2(1− p)8 = 10!

2!8!p
2(1− p)8 = 45p2(1− p)8

(α,ii) var(3X + 2) = 32var(X) = 9 ∗ n ∗ p ∗ (1− p) = 9 ∗ 10 ∗ p ∗ (1− p) = 90p(1− p)

(ϐ) Για την Poisson δείξαµε ότι E[Z] = var(Z) = λ = 3.

E[Y ] = E[(Z − 2)2] = E[Z2 − 4Z + 4] = E[Z2]− 4E[Z] + 4

= var(Z) + (E[Z])2 − 4E[Z] + 4

= λ+ λ2 − 4λ+ 4 = λ2 − 3λ+ 4

= 32 − 3 ∗ 3 + 4 = 4

΄Ασκηση 3.

(αʹ) Γνωρίζουµε ότι :

∑
x

pX(x) = 1⇔
3∑

x=−3

1

α
x2 = 1⇔ α =

3∑
x=−3

x2 ⇔ α = (−3)2+(−2)2+(−1)2+(0)2+(1)2+(2)2+(3)2 ⇔

α = 28.

Επίσης, δεδοµένου ότι η συνάρτηση πιθανότητας της X είναι συµµετρική γύρω από το 0,
ισχύει ότι E[X] = 0.



ΗΥ-217- Θεωρία Πιθανοτήτων - Χειµερινό Εξάµηνο 2017-18/Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων 2

(ϐʹ) Z = (X − E[X])2 = (X − 0)2 = X2. Οι τιµές που µπορεί να πάρει η τ.µ. Ζ είναι 0,1,4,9.
∆εδοµένου ότι υπολογίσαµε παραπάνω πως α = 28, έχουµε:

• pZ(0) =
0

28
= 0

• pZ(1) =
1

28
+

1

28
=

1

14

• pZ(4) =
4

28
+

4

28
=

2

7

• pZ(9) =
9

28
+

9

28
=

9

14

Τελικά, έχουµε:

PZ(z) =



1

14
, z = 1

2

7
, z = 4

9

14
, z = 9

0, αλλού

(γʹ) ΄Εχουµε:

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = E[Z]− 02 =
∑
z

z ∗ pZ(z) = (1 ∗ 1

14
) + (4 ∗ 2

7
) + (9 ∗ 9

14
) = 7

(δʹ)

var(X) =
∑
x

(x− E[X])2 ∗ pX(x) =
∑
x

x2 ∗ pX(x) =

= (−3)2 ∗ 9

28
+ (−2)2 ∗ 4

28
+ (−1)2 ∗ 1

28
+ (0)2 ∗ 0

28
+ (1)2 ∗ 1

28
+ (2)2 ∗ 4

28
+ (3)2 ∗ 9

28
=

=
81

28
+

16

28
+

1

28
+ 0 +

1

28
+

16

28
+

81

28
= 7

΄Ασκηση 4. (α) Η PMF της Di είναι :

pDi(d) =


2/3, αν d = 0 (πράσινο ϕανάρι),
1/3, αν d = 4 (κόκκινο ϕανάρι),
0, αλλού.
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Αυστηρά µιλώντας, η τ.µ. Di δεν µοντελοποιείται ως Bernoulli, γιατί οι πιθανές τιµές της Di δεν
είναι το 0 και το 1. Αντίθετα, η τ.µ. Ri ακολουθεί την Bernoulli κατανοµή, όπως ϕαίνεται και από
την PMF της παρακάτω:

pRi(r) =


2/3, αν r = 0 (πράσινο ϕανάρι - καθυστέρηση 0 δευτ.),
1/3, αν r = 1 (κόκκινο ϕανάρι - καθυστέρηση 4 δευτ.),
0, αλλού.

Η µέση τιµή και η διασπορά της Di είναι :

E[Di] = 0 ∗ 2

3
+ 4 ∗ 1

3
=

4

3
,

και

var(Di) = (0− 4

3
)2 ∗ 2

3
+ (4− 4

3
)2 ∗ 1

3
=

32

27
+

64

27
=

96

27

Η µέση τιµή και η διασπορά της Ri είναι :

E[Ri] = p =
1

3
,

και

var(Ri) = p(1− p) =
1

3
· 2

3
=

2

9
.

(ϐ) Ορίζουµε την τ.µ. X ως το χρόνο διάρκειας της διαδροµής, σε δευτερόλεπτα. Τότε :

X = 23 + 4
5∑

i=1

Ri,

όπου η τ.µ. Y =
∑5

i=1Ri είναι προφανώς διωνυµική µε παραµέτρους n = 5 και p = 1/3:
Y ∼ ∆(5, 1/3). Συνεπώς, η τ.µ. X παίρνει τις τιµές {23, 27, 31, 35, 39, 43} όταν η τ.µ. Y παίρνει
τις τιµές {0, 1, 2, 3, 4, 5} µε τις αντίστοιχες διωνυµικές πιθανότητες. Η PMF της X είναι :

pX(k) =

{(
5

(k−23)/4
)
(13)(k−23)/4 (23)(43−k)/4, αν k ∈ {23, 27, 31, 35, 39, 43},

0, αλλού.

Η µέση τιµή και η διασπορά της X είναι :

E[X] = E[23 + 4

5∑
i=1

Ri] = 23 + 4 · 5 · E[Ri] = 23 + 20 · 1

3
=

89

3
,

και

var(X) = var(23+4

5∑
i=1

Ri) = var(4
5∑

i=1

Ri) = (επειδή οιRi είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους) 16·5·2
9

=
160

9
.
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(γ) Προφανώς, η τ.µ. N είναι διωνυµική µε παραµέτρους n = 5 και p = 1/3: N ∼ ∆(5, 1/3).

Εποµένως P (N = 0) = (
2

3
)5 και P (N = 1) =

(
5

1

)
(
2

3
)4(

1

3
)1. ∆εδοµένου ότι X ≤ 27, τότε N = 0 ή

N = 1. Εποµένως, πρέπει να υπολογίσουµε τη δεσµευµένη ΣΠ, pN/X≤27(k), για k = 0 και k = 1.
΄Εχουµε:

pN/X≤27(k) =
P (N = k ∩X ≤ 27)

P (X ≤ 27)
.

Από το υποερώτηµα (ϐ) έχουµε ότι

P (X ≤ 27) = pX(23) + pX(27) = (
2

3
)5 +

(
5

1

)
(
2

3
)4(

1

3
)1.

Επίσης,

P (N = 0 ∩X ≤ 27) = P (N = 0) = (
2

3
)5

και

P (N = 1 ∩X ≤ 27) = P (N = 1) =

(
5

1

)
(
2

3
)4(

1

3
)1.

΄Ετσι τελικά:

PN |X≤27(k|X ≤ 27) =


( 2
3
)5

( 2
3
)5+(51)(

2
3
)4( 1

3
)1

αν k = 0,

(51)(
2
3
)4( 1

3
)1

( 2
3
)5+(51)(

2
3
)4( 1

3
)1

αν k = 1,

0, αλλού,

=


2/7 αν k = 0,

5/7 αν k = 1,

0, αλλού.

Συνεπώς

E[N |X ≤ 27] =
5

7
.

(δ) ∆εδοµένου ότι το τελευταίο κόκκινο ϕανάρι που συναντήσατε ήταν το τέταρτο, R4 = 1 καιR5 = 0.
Πρέπει να υπολογίσουµε την var(N |{R4 = 1} ∩ {R5 = 0}). Συνεπώς:

var(N |{R4 = 1} ∩ {R5 = 0}) = var(R1 +R2 +R3 +R4 +R5|{R4 = 1} ∩ {R5 = 0})
= var(R1 +R2 +R3 + 1 + 0|{R4 = 1} ∩ {R5 = 0})
= var(R1 +R2 +R3 + 1)

= var(R1) + var(R2) + var(R3) (επειδή οιRi είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους)
= 3var(R1)

=
6

9
.

(1)

(ε) ΄Εστω Α το ενδεχόµενο να µη συλληφθείτε λόγω παράβασης σηµατοδότη. Ισχύει ότι P (A) = (
2

3
)5.

Αυτό σηµαίνει πως η πιθανότητα να συλληφθείτε είναι ίση µε 1− P (A) = 1− (
2

3
)5 ≈ 0.868.
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΄Ασκηση 5.

(α) Προσθέτουµε όλες τις τιµές του πίνακα και ϑέτουµε το άθροισµα ίσο µε 1.

20c = 1→ c =
1

20
.

(ϐ) P (Y < X) = c+ 6c+ 4c = 11c = 11/20.

y = 3 c c 2c

y = 2 2c 0 4c

y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3

(γ) P (Y = X) = 3c+ 0 + 2c = 5c =
5

20
=

1

4

(δ) P (Y = 3) = c+ c+ 2c = 4c = 1/5.

y = 3 c c 2c

y = 2 2c 0 4c

y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3

(ε)

pX(x) =


3/10, x = 1
1/10, x = 2
3/5, x = 3

pY (y) =


1/2, y = 1
3/10, y = 2
1/5, y = 3

(στ)

E[X] =
3

10
· 1 +

1

10
· 2 +

3

5
· 3 = 2.3

E[Y ] =
1

2
· 1 +

3

10
· 2 +

1

5
· 3 = 1.7

(Ϲ)

E[X2] =
3

10
· 1 +

1

10
· 4 +

3

5
· 9 = 6.1

E[Y 2] =
1

2
· 1 +

3

10
· 4 +

1

5
· 9 = 3.5

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 6.1− 2.32 = 0.81

var(Y ) = E[Y 2]− (E[Y ])2 = 3.5− 1.72 = 0.61

(η) Το πεδίο τιµών της Z είναι {1,2,3,4,8,9,12,18,27} και η συνάρτηση πιθανότητάς της είναι :

z 1 2 3 4 8 9 12 18 27
pZ(z) 3/20 1/20 6/20 2/20 0 1/20 4/20 1/20 2/20
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(ϑ) pX|Y (x|y = 2) =
PX,Y (x, 2)

PY (2)
=


2c/6c = 1/3 x = 1,

4c/6c = 2/3 x = 3,

0 αλλού.

E[Z|Y = 2] = E[Y 2X|Y = 2] = E[4X|Y = 2] = 4E[X|Y = 2] = 4
3∑

x=1

x pX|Y (x|y = 2) =

4(1 · 1/3 + 3 · 2/3) = 28/3.

΄Ασκηση 6.

(α) Η Χ παίρνει τις τιµές -6,6,12,18.

(ϐ) Αν στοιχηµατίσεις 6 Ευρώ στο i, τότε χάνεις αν και τα τρία Ϲάρια δείξουν ένα από τους 5
διαφορετικούς από το i αριθµούς. ΄Ετσι P (X = −6) = 53/63 = 125

216 . Αντίθετα, κερδίζεις 6 Ευ-
ϱώ αν ένα από τα Ϲάρια έρθει i και τα άλλα 2 όχι P (X = 6) = 3 ∗ (1 ∗ 52)/63 = 75

216 . Οµοίως,
P (X = 12) = 3 ∗ (12 ∗ 5)/63 = 15

216 και P (X = 18) = 13/63 = 1
216

΄Ελεγχος ορθότητας : 125 + 75 + 15 + 1 = 216

(γ) E[X] =
∑
x ∗ p(x) = 125∗(−6)+75∗(6)+15∗12+1∗18

216 = −102
216 = −17

36

(δ) Η πιθανότητα τα 3 Ϲάρια να δείξουν διαφορετικούς αριθµούς είναι 6∗5∗4
216 = 5

9 . Σε αυτήν την
περίπτωση κερδίζεις 3 Ευρώ από τους αριθµούς που ήρθανε και χάνεις άλλα τόσα από τους υ-
πόλοιπους. ΄Αρα, είσαι στο µηδέν. Η πιθανότητα και τα 3 Ϲάρια να δείξουν τον ίδιο αριθµό είναι
6∗ 1

216 = 1
36 , στην περίπτωση αυτή κερδίζεις 3 Ευρώ από τον αριθµό που ήρθε και χάνεις άλλα 5 από

τους υπόλοιπους αριθµούς. ΄Αρα, σε αυτήν την περίπτωση χάνεις 2 Ευρώ. Η πιθανότητα 2 αριθµοί
να είναι ίδιοι είναι 15

36 = 5
12 , στην περίπτωση αυτή κερδίζεις 2 Ευρώ από το Ϲευγάρι και 1 από το

µοναδικό, αλλά χάνεις 4 Ευρώ από τα υπόλοιπα που δεν ήρθαν. ΄Αρα, συνολικά, χάνεις 1 Ευρώ.
΄Ετσι, η Y είναι µια τυχαία µεταβλητή που παίρνει τις τιµές 0,-1,-2 µε πιθανότητες που ϐρέθηκαν
παραπάνω. Η αναµενόµενη τιµή της είναι : E[Y ] = 0∗20−1∗15−2∗1

36 = −17
36 . ΄Αρα, παρέµεινε η ίδια

απώλεια.

΄Ασκηση 7.

(α) ΄Εστω X το πλήθος των εύστοχων ϐολών του Bran. ΄Εχουµε διωνυµική κατανοµή µε n = 20 και
p = 0.95 (πιθανότητα να πετύχει το στόχο σε οποιοδήποτε σηµείο). Πρέπει να υπολογίσουµε
την πιθανότητα P (X >= 15) = P (X = 15)+P (X = 16)+P (X = 17)+P (X = 18)+P (X =
19) + P (X = 20) = (

(
20
15

)
∗ 0.9515 ∗ 0.055) + (

(
20
16

)
∗ 0.9516 ∗ 0.054) + (

(
20
17

)
∗ 0.9517 ∗ 0.053) +

(
(
20
18

)
∗ 0.9518 ∗ 0.052) + (20 ∗ 0.9519 ∗ 0.05) + 0.9520. Ακόµη, E[X] = n ∗ p = 20 ∗ 0.95 = 19.

(ϐ) Η πιθανότητα ο Bran να περάσει τα προκριµατικά είναι 0.9530. ΄Αρα, η πιθανότητα να µην
περάσει είναι 1 − 0.9530. Αντίστοιχα, η πιθανότητα να αποκλειστεί στην 17η ϱίψη ισούται
µε την πιθανότητα να έχουµε 1η εµφάνιση ’αστοχίας’ (Γεωµετρική Κατανοµή) στην 17η ϱίψη,
δηλαδή 0.9516 ∗ 0.05.
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(γ) Κάθε ϱίψη αποτελεί ανεξάρτητη δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας (πετυχαίνω το κέντρο)
p = 0.5 και πιθανότητα αποτυχίας (πετυχαίνω το στόχο εκτός κέντρου ή δεν τον πετυχαίνω
καθόλου) p = 0.5. ΄Εστω τυχαία µεταβλήτη Y , το πλήθος των προσπαθειών του Bran έως
και την 1η αποτυχία. Θέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα P (Y = 107) = 0.5106 ∗
0.5 = 0.5107. Αντίστοιχα, ο µέσος αριθµός ϐολών και η διασπορά µπορούν να υπολογιστούν

εύκολα, από τους γνωστούς τύπους της Γεωµετρικής. ΄Εχουµε, E[Y ] =
1

p
=

1

0.5
= 2 και

var(Y ) =
1− p
p2

=
0.5

0.25
= 2.


