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Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.

΄Εστω τα ενδεχόµενα:
Χ: ο πολίτης να είναι χορτοφάγος.
Α : ο πολίτης είναι κάτοικος της πόλης Α.
Β: ο πολίτης είναι κάτοικος της πόλης Β.
Γ: ο πολίτης είναι κάτοικος της πόλης Γ.

Από την εκφώνηση µπορούµε να συµπεράνουµε ότι : Ρ(Α)=0.2, Ρ(Γ)=0.5, Ρ(Β)=1-Ρ(Α)-Ρ(Γ)=0.3 και
Ρ(Χ|Α)=0.4, Ρ(Χ|Β)=0.2, Ρ(Χ|Γ)=0.3

(α) Από ΘΟΠ έχουµε ότι :

P (X) = P (X|A)P (A) + P (X|B)P (B) + P (XΓ)P (Γ) = 0.29

(ϐ) Από την χρήση του ορισµού δεσµευµένης πιθανότητας προκύπτει ότι :

P (A|X)= P (X|A)P (A)
P (X) =0.4×0.2

0.29 = 8
29

΄Ασκηση 2.

(α) ΄Εστω Ai το γεγονός ότι εστάλη i και Bi το γεγονός ότι ελήφθη i. Χρησιµοποιώντας τον νόµο της
ολικής πιθανότητας και της δεσµευµένης πιθανότητας έχουµε:

P (B0) = P (B0|A0)P (A0) + P (B0|A2)P (A2)

=
1

2
(1− ε) +

1

4
ε =

1

2
− 1

4
ε

P (B1) =
1

2
ε+

1

4
(1− ε) =

1

4
+

1

4
ε

P (B2) =
1

4
ε+

1

4
(1− ε) =

1

4

΄Οπως ήταν αναµενόµενο το άθροισµα των πιθανοτήτων των γεγονότων Bi είναι 1.



2

(ϐ)

P (A0|B1) =
P (A0|B1)

P (B1)

=
1
2ε

1
2ε+ 1

4(1− ε)

=
2ε

1 + ε

P (A1|B1) =
1
4(1− ε)

1
2ε+ 1

4(1− ε)

=
1− ε
1 + ε

P (A2|B1) = 0

Μπορείτε να παρατηρήσετε ότι το άθροισµα των δεσµευµένων πιθανοτήτων είναι 1.

΄Ασκηση 3.

Από την εκφώνηση µπορούµε να συµπεράνουµε ότι : Α={1,2,3}, Αc={0}, Β={0,1}, Βc={2,3},
Α∪Β=Ω, Α∩Β={1}

(α) Αφού τα ενδεχόµενα είναι ισοπίθανα έχουµε:

Ρ(Α)=Ρ({1,2,3})= 3/4, Ρ(Β)=Ρ({0,1})=1/2, Ρ(Α∪Β)=Ρ(Ω)=1

(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

Ρ(Α∩Β)=Ρ({1})=1/4 6= Ρ(Α)Ρ(Β)= 3/8, άρα δεν είναι ανεξάρτητα.

(γ) ΄Εχουµε ότι :

Ρ(Α∩Αc)=Ρ({ ∅ })=0 6= Ρ(Α)Ρ(Αc)= 3/16, άρα δεν είναι ανεξάρτητα.

(δ) ΄Εχουµε ότι :

Ρ(Β∩Βc)=Ρ({ ∅ })=0 6= Ρ(Β)Ρ(Βc)= 4/16, άρα δεν είναι ανεξάρτητα.

(ε) Αφού ισχύει ότι Α∪Β=Ω τότε :

Ρ(Α∩Ω)=Ρ(Α)=3/4=Ρ(Α)Ρ(Ω), άρα είναι ανεξάρτητα.

(στ) ΄Εχουµε ότι :

Ρ( Α∩(Α∩Β) )=Ρ(Α∩Β)=1/4 6= Ρ(Α)Ρ(Α∩Β)=3/16, άρα δεν είναι ανεξάρτητα.
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΄Ασκηση 4.

(α) Ορίζουµε το γεγονός A = {το κέρµα µε πιθανότητα κεφαλής 1/3 ϱίχνεται πρώτο}. Προφανώς,
Ac = {το κέρµα µε πιθανότητα κεφαλής 2/3 ϱίχνεται πρώτο}. Χρησιµοποιώντας αυτή τη διαµέρι-
ση του δειγµατοχώρου, εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας :
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(ϐ) Οµοίως, έχουµε ότι :

P (H1 ∩H2) = P (A)P (H1 ∩H2|A) + P (Ac)P (H1 ∩H2|Ac)

= P (A)P (H1|A)P (H2|A) + P (Ac)P (H1|Ac)P (H2|Ac)
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(γ) Από τα (α) και (ϐ) έχουµε ότι P (H1 ∩H2) = 2
9 6=

1
2
1
2 = P (H1)P (H2). Συνεπώς, τα γεγονότα H1

και H2 δεν είναι ανεξάρτητα, αν και είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητα δεδοµένου του A.

΄Ασκηση 5.

΄Εστω τα γεγονότα Α={ Ο Κώστας λέει ότι είδε 6 }, Β={ Το Ϲάρι έφερε 6 } και Βc το συµπληρωµατικό
του Β. Ισχύει ότι : Ρ(Β)=1/6 και Ρ(Βc)=5/6.

Ακόµα, από την εκφώνηση µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η πιθανότητα ο Κώστας να είπε ότι έφερε
6 και να ήρθε όντως 6 είναι Ρ(Α|Β)=2/3 , ενώ η πιθανότητα ο Κώστας να είπε ότι έφερε 6 αλλά να
µην να ήρθε 6 είναι Ρ(Α|Βc)=1/3.

Χρησιµοποιώντας λοιπόν τον κανόνα του Bayes, η πιθανότητα το Ϲάρι να έφερε όντως 6 είναι :

P (B|A) =
P (B)P (A|B)

P (Bc)P (A|Bc) + P (B)P (A|B)

P (B|A) =
1/6× 2/3

5/6× 1/3 + 1/6× 2/3

P (B|A) =
2

7
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΄Ασκηση 6.

(α) Εφόσον τα γεγονότα Α και Β είναι ανεξάρτητα έχουµε ότι :

P (Ac ∩Bc) = P ((A ∪B)c) = 1− P (A ∪B)

= 1− P (A)− P (B) + P (A ∩B)

= 1− P (A)− P (B) + P (A)P (B)

= P (Ac)− P (B) + P (A)P (B)

= P (Ac)− P (B)(1− P (A))

= P (Ac)(1− P (B))

= P (Ac)P (Bc)

Εποµένως και τα συµπληρωµατικά τους ενδεχόµενα, Αc και Βc είναι ανεξάρτητα.

(ϐ)

(ι) Τα ενδεχόµενα Α, Β, Γ είναι ανεξάρτητα, οπότε ισχύει :

P (A ∩B ∩ Γ) = P (A)P (B)P (Γ)

Για να είναι ανεξάρτητα τα γεγονότα Α∪Β,Γ ϑα πρέπει :

P ((A ∪B) ∩ Γ) = P (Γ)P (A ∪B)

Οπότε έχουµε:

P ((A ∪B) ∩ Γ) = P ((A ∩ Γ) ∪ (B ∩ Γ)) = P (A ∩ Γ) + P (B ∩ Γ) +R(A ∩B ∩ Γ)

= P (A ∩ Γ) + P (B ∩ Γ)− P (A)P (B)P (Γ)

= P (A)P (Γ) + P (B)P (Γ)− P (A)P (B)P (Γ)

= P (Γ) [ P (A) + P (B)− P (A)P (B) ]

= P (Γ)P (A ∪B)

οπότε τα ενδεχόµενα Α∪Β,Γ είναι ανεξάρτητα.

(ιι) Για να είναι τα γεγονότα Α, Β∩Γ ανεξάρτητα ϑα πρέπει να ισχύει :

P (A ∩ (B ∩ Γ)) = P (A)P (B ∩ Γ)

΄Εχουµε ότι : P (A ∩ (B ∩ Γ)) = P (A)P (B)P (Γ) = P (A)P (B ∩ Γ)

οπότε τα ενδεχόµενα Α, Β∩Γ είναι ανεξάρτητα.
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΄Ασκηση 7.

΄Εστω Μ, Ε και Γ τα ενδεχόµενα ο Αλέξανδρος να επέλεξε αντίστοιχα την Μαρία, την Ελένη και την
Γεωργία. ΄Εστω ακόµα το ενδεχόµενο Χ ο Αλέξανδρος να απορριφθεί.

Εφόσον ο Αλέξανδρος διαλέγει µια από τις κοπέλες στην τύχη εύκολα µπορούµε να συµπεράνουµε
ότι Ρ(Μ)=Ρ(Ε)=Ρ(Γ)=1/3

Από την εκφώνηση γνωρίζουµε ακόµα ότι : Ρ(Χ|Μ)=0.1, Ρ(Χ|Γ)=0.5, Ρ(Χ|Ε)=0.95.

Εποµένως, παρατηρώντας ότι τα Μ,Ε και Γ αποτελούν διαµέριση και χρησιµοποιώντας το κανόνα
του Bayes έχουµε ότι :

P (M |X) =
P (M)P (X|M)

P (M)P (X|M) + P (Γ)P (X|Γ) + P (E)P (X|E)

=
0.1× 1/3

0.1× 1/3 + 0.5× 1/3 + 0.95× 1/3

= 0.0645

΄Ασκηση 8.

Ορίζουµε τα γεγονότα :

B = {Η Σοφία τρώει τη σοκολάτα}
A = {Η σοκολάτα είναι ΙΟΝ γάλακτος}
Ac = {Η σοκολάτα είναι ΙΟΝ αµυγδάλου}

Από την εκφώνηση έχουµε ότι P (A) =
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Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας έχουµε:

P (B) = P (A) · P (B|A) + P (Ac) · P (B|Ac) =
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