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Συνδιασπορά και Συσχέτιση

΄Ασκηση 1.

(α) Αν X και Y είναι τυχαίες µεταβλητές, και α, β, γ και δ είναι σταθερές, να αποδείξετε ότι ισχύει

η σχέση:

COV (αX + β, γY + δ) = αγCOV (X,Y ).

(ϐ) Να αποδείξετε ότι η συνδιασπορά 2 τυχαίων µεταβλητών X και Y µπορεί να εκφραστεί ως εξής :

COV (X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ].

Λύση.

(α) Σύµφωνα µε τον ορισµό της συνδιασποράς, και χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της γραµµικότητας

της µέσης τιµής, έχουµε:

COV (αX + β, γY + δ) = E{[αX + β − E(αX + β)][γY + δ − E(γY + δ)]}
= E{[αX + β − αE(X)− β][γY + δ − γE(Y )− δ]}
= αγE{[X − E(X)][Y − E(Y )]} = αγCOV (X,Y ).

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της συνδιασποράς και την ιδιότητα της γραµµικότητας της µέσης

τιµής, έχουµε:

COV (X,Y ) = E{[X − E(X)][Y − E(Y )]} = E{XY −XE[Y ]− Y E[X] + E[X]E[Y ]} =
= E[XY ]− E{XE[Y ]} − E{Y E[X]}+ E{E[X]E[Y ]}

= E[XY ]− E[X]E[Y ]− E[Y ]E[X] + E[X]E[Y ] = E[XY ]− E[X]E[Y ].

΄Ασκηση 2.

Αν X και Y είναι 2 τυχαίες µεταβλητές, να αποδείξετε ότι ισχύει η ανισότητα Caychy − Schwarz:

(E[XY ])2 ≤ E[X2]E[Y 2].

Λύση.

Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή X − λY , όπου λ είναι πραγµατικός αριθµός (σταθερά).

∀λ ∈ R ισχύει ότι :

0 ≤ E[(X − λY )2]⇒ 0 ≤ λ2E[Y 2]− 2λE[XY ] + E[X2].

Το παραπάνω τριώνυµο ως προς λ (έστω f(λ)) έχει ελάχιστο, διότι η 2η παράγωγός του ως προς λ
(f ′′(λ) = E[Y 2]) είναι πάντα ϑετική. Η τιµή του λ που το ελαχιστοποιεί προκύπτει από την εξίσωση

της 1ης παραγώγου ως προς λ (f ′(λ)) µε το 0:

f ′(λ) = 0⇒ 2λE[Y 2]− 2E[XY ] = 0⇒ λmin = E[XY ]
E[Y 2]

.

Η αντίστοιχη ελάχιστη τιµή του τριωνύµου είναι :

0 ≤ E[(X − λminY )2]⇒ 0 ≤ E[(X − E[XY ]
E[Y 2]

Y )2]⇒ 0 ≤ E[X2 − 2XY E[XY ]
E[Y 2]

+ Y 2(E[XY ]
E[Y 2]

)2]

⇒ 0 ≤ E[X2]− 2E[XY ]E[XY ]
E[Y 2]

+ E[Y 2] (E[XY ])2

(E[Y 2])2
⇒ 0 ≤ E[X2]− 2 (E[XY ])2

E[Y 2]
+ (E[XY ])2

E[Y 2]

⇒ 0 ≤ E[X2]− (E[XY ])2

E[Y 2]
⇒ (E[XY ])2 ≤ E[X2]E[Y 2].
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΄Ασκηση 3.

΄Εστω (X,Y ) µία διακριτή δισδιάστατη τυχαία µεταβλητή, µε από κοινού συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας που δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

fX,Y (x, y) =
x+y
21 , x = 1, 2, y = 1, 2, 3.

Να υπολογιστεί ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών X και Y .

Λύση.

Με ϐάση τον ορισµό του συντελεστή συσχέτισης των X και Y , έχουµε:

ρ(X,Y ) = COV (X,Y )√
V AR[X]V AR[Y ]

.

Για τις τυχαίες µεταβλητές X και Y , έχουµε:

E[XY ] =
3∑

y=1

2∑
x=1

xyfX,Y (x, y) =
3∑

y=1

2∑
x=1

xy x+y
21 =

3∑
y=1

y(y+1)+2y(y+2)
21 =

3∑
y=1

y(3y+5)
21 = 24

7 .

Για τον υπολογισµό της περιθώριας συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής

X, αθροίζουµε την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς y:

fX(x) =
3∑

y=1
fX,Y (x, y) =

3∑
y=1

x+y
21 = (x+1)+(x+2)+(x+3)

21 = 3x+6
21 = x+2

7 , x = 1, 2.

Για τον υπολογισµό της περιθώριας συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής

Y , αθροίζουµε την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς x:

fY (y) =
2∑

x=1
fX,Y (x, y) =

2∑
x=1

x+y
21 = (y+1)+(y+2)

21 = 2y+3
21 , y = 1, 2, 3.

Συνεπώς, για την τυχαία µεταβλητή X ϑα έχουµε:

E[X] =
2∑

x=1
xfX(x) =

2∑
x=1

xx+2
7 = 1(1+2)+2(2+2)

7 = 3+8
7 = 11

7 .

E[X2] =
2∑

x=1
x2fX(x) =

2∑
x=1

x2 x+2
7 = 12(1+2)+22(2+2)

7 = 3+16
7 = 19

7 .

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2 = 19
7 − (117 )

2 = 19
7 −

121
49 = 133−121

49 = 12
49 .

Αντίστοιχα, για την τυχαία µεταβλητή Y ϑα έχουµε:

E[Y ] =
3∑

y=1
yfY (y) =

3∑
y=1

y 2y+3
21 = 1(2×1+3)+2(2×2+3)+3(2×3+3)

21 = 5+14+27
21 = 46

21 .

E[Y 2] =
3∑

y=1
y2fY (y) =

3∑
y=1

y2 2y+3
21 = 12(2×1+3)+22(2×2+3)+32(2×3+3)

21 = 5+28+81
21 = 114

21 .

V AR[Y ] = E[Y 2]− (E[Y ])2 = 114
21 − (4621)

2 = 114
21 −

2116
441 = 2394−2116

441 = 278
441 .

Για τον υπολογισµό της συνδιασποράς των X και Y , έχουµε:

COV (X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = 24
7 −

11
7 ×

46
21 = 24

7 −
506
147 = 504−506

147 = − 2
147 .

Ως εκ τούτου, ο συντελεστής συσχέτισης των X και Y ϑα είναι τελικά:

ρ(X,Y ) = COV (X,Y )√
V AR[X]V AR[Y ]

=
− 2

147√
12
49
× 278

441

= − 1√
834

.
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΄Ασκηση 4.

΄Εστω (X,Y ) µία συνεχής δισδιάστατη τυχαία µεταβλητή, µε από κοινού συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας που δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

fX,Y (x, y) = 8xy, 0 ≤ x ≤ y ≤ 1.

Να υπολογιστεί ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών X και Y .

Λύση.

Με ϐάση τον ορισµό του συντελεστή συσχέτισης των X και Y , έχουµε:

ρ(X,Y ) = COV (X,Y )√
V AR[X]V AR[Y ]

.

Για τις τυχαίες µεταβλητές X και Y , έχουµε:

E[XY ] =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ xyfX,Y (x, y)dxdy =

∫ 1
0

∫ y
0 xy×8xydxdy = 8

∫ 1
0

∫ y
0 x

2y2dxdy = 8
3

∫ 1
0 y

5dy = 4
9 .

Για τον υπολογισµό της περιθώριας συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής

X, ολοκληρώνουµε την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς y:

fX(x) =
∫∞
−∞ fX,Y (x, y)dy =

∫ 1
x 8xydy = 8x

∫ 1
x ydy = 4x(1− x2), 0 ≤ x ≤ 1.

Για τον υπολογισµό της περιθώριας συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής

Y , ολοκληρώνουµε την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ως προς x:

fY (y) =
∫∞
−∞ fX,Y (x, y)dx =

∫ y
0 8xydx = 8y

∫ y
0 xdx = 4y3, 0 ≤ y ≤ 1.

Συνεπώς, για την τυχαία µεταβλητή X ϑα έχουµε:

E[X] =
∫∞
−∞ xfX(x)dx =

∫ 1
0 x× 4x(1− x2)dx = 4

∫ 1
0 x

2(1− x2)dx = 8
15 .

E[X2] =
∫∞
−∞ x

2fX(x)dx =
∫ 1
0 x

2 × 4x(1− x2)dx = 4
∫ 1
0 x

3(1− x2)dx = 1
3 .

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2 = 1
3 − ( 8

15)
2 = 1

3 −
64
225 = 75−64

225 = 11
225 .

Αντίστοιχα, για την τυχαία µεταβλητή Y ϑα έχουµε:

E[Y ] =
∫∞
−∞ yfY (y)dy =

∫ 1
0 y × 4y3dx = 4

∫ 1
0 y

4dy = 4
5 .

E[Y 2] =
∫∞
−∞ y

2fY (y)dy =
∫ 1
0 y

2 × 4y3dx = 4
∫ 1
0 y

5dy = 2
3 .

V AR[Y ] = E[Y 2]− (E[Y ])2 = 2
3 − (45)

2 = 2
3 −

16
25 = 50−48

75 = 2
75 .

Για τον υπολογισµό της συνδιασποράς των X και Y , έχουµε:

COV (X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = 4
9 −

8
15 ×

4
5 = 4

9 −
32
75 = 300−288

675 = 12
675 = 4

225 .

Ως εκ τούτου, ο συντελεστής συσχέτισης των X και Y ϑα είναι τελικά:

ρ(X,Y ) = COV (X,Y )√
V AR[X]V AR[Y ]

=
4

225√
11
225
× 2

75

= 4√
66

.

΄Ασκηση 5.

Υποθέστε ότι οι X και Y είναι τυχαίες µεταβλητές µε την ίδια διασπορά. ∆είξτε ότι οι X − Y και

X + Y είναι ασυσχέτιστες.

Λύση.

Καθώς η συνδιασπορά παραµένει αναλλοίωτη όταν προσθέτουµε µία σταθερά σε µία τυχαία µετα-

ϐλητή, µπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι οιX και Y έχουν µηδενική µέση

τιµή (E[X] = E[Y ] = 0). Ως εκ τούτου, έχουµε:
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COV (X − Y,X + Y ) = E[(X − Y )(X + Y )] = E[X2 +XY − Y X − Y 2]
= E[X2 − Y 2] = E[X2]− E[Y 2]

= [V AR(X) + (E[X])2]− [V AR(Y ) + (E[Y ])2]
= V AR[X]− V AR[Y ] = 0

, καθώς οι X και Y έχουν την ίδια διασπορά (V AR[X] = V AR[Y ]).

΄Ασκηση 6.

Θεωρήστε 4 τυχαίες µεταβλητές W , X, Y , Z, για τις οποίες ισχύουν :

E[W ] = E[X] = E[Y ] = E[Z] = 0
V AR[W ] = V AR[X] = V AR[Y ] = V AR[Z] = 1.

Επιπλέον, υποθέστε ότι οι W , X, Y , Z είναι ασυσχέτιστες ανά Ϲεύγη. Να υπολογιστούν οι συντελε-

στές συσχέτισης ρ(A,B) και ρ(A,C), όπου:

A =W +X, B = X + Y , C = Y + Z.

Λύση.

Εφόσον οι W , X, Y , Z είναι ασυσχέτιστες ανά Ϲεύγη, έχουµε:

COV (W,X) = 0⇒ E[WX]− E[W ]E[X] = 0⇒ E[WX] = E[W ]E[X].
COV (W,Y ) = 0⇒ E[WY ]− E[W ]E[Y ] = 0⇒ E[WY ] = E[W ]E[Y ].
COV (W,Z) = 0⇒ E[WZ]− E[W ]E[Z] = 0⇒ E[WZ] = E[W ]E[Z].
COV (X,Y ) = 0⇒ E[XY ]− E[X]E[Y ] = 0⇒ E[XY ] = E[X]E[Y ].
COV (X,Z) = 0⇒ E[XZ]− E[X]E[Z] = 0⇒ E[XZ] = E[X]E[Z].
COV (Y,Z) = 0⇒ E[Y Z]− E[Y ]E[Z] = 0⇒ E[Y Z] = E[Y ]E[Z].

Με ϐάση τον ορισµό του συντελεστή συσχέτισης των A και B, έχουµε:

ρ(A,B) = COV (A,B)√
V AR[A]V AR[B]

.

Για τον υπολογισµό της συνδιασποράς των A και B, έχουµε:

COV (A,B) = E[AB]− E[A]E[B] = E[(W +X)(X + Y )]− E[W +X]E[X + Y ]
= E[WX +WY +X2 +XY ]− (E[W ] + E[X])(E[X] + E[Y ]) =

E[WX] + E[WY ] + E[X2] + E[XY ]− (0 + 0)(0 + 0)
= E[W ]E[X] + E[W ]E[Y ] + E[X2] + E[X]E[Y ]

= 0× 0 + 0× 0 + E[X2] + 0× 0
= E[X2] = V AR[X] + (E[X])2 = 1 + 02 = 1.

Για τον υπολογισµό της διασποράς των A και B, έχουµε:

V AR[A] = V AR[W +X] = V AR[W ]− 2COV (W,X) + V AR[X] = 1− 2× 0 + 1 = 2.
V AR[B] = V AR[X + Y ] = V AR[X]− 2COV (X,Y ) + V AR[Y ] = 1− 2× 0 + 1 = 2.

Ως εκ τούτου, ο συντελεστής συσχέτισης των A και B ϑα είναι τελικά:

ρ(A,B) = COV (A,B)√
V AR[A]V AR[B]

= 1√
2×2 = 1√

4
= 1

2 .

Ακολουθώντας το ίδιο σκεπτικό, µε ϐάση τον ορισµό του συντελεστή συσχέτισης των A και C,

έχουµε:

ρ(A,C) = COV (A,C)√
V AR[A]V AR[C]

.
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Για τον υπολογισµό της συνδιασποράς των A και C, έχουµε:

COV (A,C) = E[AC]− E[A]E[C] = E[(W +X)(Y + Z)]− E[W +X]E[Y + Z]
= E[WY +WZ +XY +XZ]− (E[W ] + E[X])(E[Y ] + E[Z]) =

E[WY ] + E[WZ] + E[XY ] + E[XZ]− (0 + 0)(0 + 0)
= E[W ]E[Y ] + E[W ]E[Z] + E[X]E[Y ] + E[X]E[Z]

= 0× 0 + 0× 0 + 0× 0 + 0× 0 = 0.

Για τον υπολογισµό της διασποράς των A και C, έχουµε:

V AR[A] = V AR[W +X] = V AR[W ]− 2COV (W,X) + V AR[X] = 1− 2× 0 + 1 = 2.
V AR[C] = V AR[Y + Z] = V AR[Y ]− 2COV (Y, Z) + V AR[Z] = 1− 2× 0 + 1 = 2.

Ως εκ τούτου, ο συντελεστής συσχέτισης των A και C ϑα είναι τελικά:

ρ(A,C) = COV (A,C)√
V AR[A]V AR[C]

= 0√
2×2 = 0√

4
= 0

2 = 0.

΄Ασκηση 7.

Υποθέστε ότι η X είναι µία τυχαία µεταβλητή για την οποία ισχύουν οι εξής σχέσεις :

E[X] = 0, E[X2] = 1, E[X3] = 0, E[X4] = 3.

΄Εστω µία νέα τυχαία µεταβλητή Y , η οποία ορίζεται ως εξής :

Y = a+ bX + cX2
.

Υπολογίστε τον συντελεστή συσχέτισης ρ(X,Y ).

Λύση.

Με ϐάση τον ορισµό του συντελεστή συσχέτισης των X και Y , έχουµε:

ρ(X,Y ) = COV (X,Y )√
V AR[X]V AR[Y ]

.

Για τον υπολογισµό της συνδιασποράς των X και Y , έχουµε:

COV (X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = E[X(a+ bX + cX2)]− E[X]E[a+ bX + cX2]
= E[aX + bX2 + cX3]− E[X](a+ bE[X] + cE[X2])

= aE[X] + bE[X2] + cE[X3]− aE[X]− b(E[X])2 − cE[X]E[X2]
= a× 0 + b× 1 + c× 0− a× 0− b× 02 − c× 0× 1 = b.

Για τον υπολογισµό της διασποράς των X και Y , έχουµε:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2 = 1− 02 = 1.
V AR[Y ] = V AR[a+ bX + cX2] = E[(a+ bX + cX2)2]− (E[a+ bX + cX2])2

= E[(a+ bX)2 + c2X4 + 2cX2(a+ bX)]− (E[a] + bE[X] + cE[X2])2

= E[(a+ bX)2] + c2E[X4] + 2cE[X2(a+ bX)]− (a+ b× 0 + c× 1)2

= E[a2 + 2abX + b2X2] + c2E[X4] + 2cE[aX2 + bX3]− (a+ c)2

= E[a2] + 2abE[X] + b2E[X2] + c2E[X4] + 2acE[X2] + 2bcE[X3]− (a+ c)2

= a2 + 2ab× 0 + b2 × 1 + c2 × 3 + 2ac× 1 + 2bc× 0− (a2 + 2ac+ c2)
= a2 + b2 + 3c2 + 2ac− a2 − 2ac− c2 = b2 + 2c2.

Ως εκ τούτου, ο συντελεστής συσχέτισης των X και Y ϑα είναι τελικά:

ρ(X,Y ) = COV (X,Y )√
V AR[X]V AR[Y ]

= b√
1×(b2+2c2)

= b√
b2+2c2

.


