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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Η τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X έχει την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής
(α.σ.κ.) FX(x) που ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση της α.σ.κ. της τ.µ. X του ϑέµατος 1.

(α) ∆ώστε την αναλυτική έκφραση για την α.σ.κ., FX(x), της τ.µ. X.
(ϐ) Υπολογίστε τις πιθανότητες P (0 < X < 10) και P (0 < X ≤ 10).
(γ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X > −5).
(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (|X| ≤ 10).
(ε) Υπολογίστε την αναλυτική έκφραση και δώστε την γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνό-
τητας πιθανότητας (σ.π.π.) της τ.µ. X.
(στ) Υπολογίστε την µέση τιµή, E[X], και την διασπορά, var(X), της τ.µ. X.

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Αν ένα εξάρτηµα παράγεται από την µονάδα παραγωγής Α, η διάρκεια Ϲωής
του ξεπερνά τις 200 ώρες, ενώ αν παράγεται από την µονάδα παραγωγής Β, η διάρκεια Ϲωής του
ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 300 ώρες.

Στο σύνολο των χρησιµοποιούµενων εξαρτηµάτων παρατηρήθηκε ότι το ποσοστό αυτών που η διάρ-
κεια Ϲωής τους υπερβαίνει τις 200 ώρες είναι 90%. Να ϐρεθεί το ποσοστό των εξαρτηµάτων που
προέρχονται από την µονάδα παραγωγής Α.

Θέµα 3 - 20 µονάδες. Οι ηλεκτρικές αντιστάσεις R1, R2, R3 µοντελοποιούνται ως ανεξάρτητες τ.µ.
οι οποίες ακολουθούν Γκαουσιανή κατανοµή µε µέσες τιµές µ1 = 600, µ2 = 700 και µ3 = 800 και
διασπορές σ21 = 1600, σ22 = 2500 και σ23 = 3600, αντίστοιχα.

(α) Ποια είναι η κατανοµή της ολικής αντίστασης R = R1 +R2 +R3;

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (1950 ≤ R ≤ 2200) εκφράζοντας την απάντησή σας ϐάσει τιµών
της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της τυπικής Γκαουσιανής.
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Θέµα 4 - 20 µονάδες. Οι συνεχείς τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) X και Y έχουν από κοινού οµοιόµορφη

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και πεδίο τιµών το σκιασµένο χωρίο του Σχήµατος 2, όπου c
µία σταθερά.

with support in the shaded region below, where

Σχήµα 2: Η από κοινού σ.π.π. των τ.µ. X και Y είναι σταθερή στο σκιασµένο χωρίο.

(α) ΄Εστω c = 1/2. Υπολογίστε την από κοινού σ.π.π. των τ.µ. X και Y .

(ϐ) ΄Εστω c = 1/2. Βρείτε τις περιθωριακές σ.π.π. fX(x) και fY (y) των τ.µ. X και Y , αντίστοιχα.

(γ) ΄Εστω c = 1/2. Βρείτε την δεσµευµένη σ.π.π. fY |X(y|x).

(δ) ΄Εστω c = 1/2. Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y ≥ X).

(ε) Για ποια τιµή της σταθεράς c είναι οι τ.µ. X Y ανεξάρτητες ;

Θέµα 5 - 20 µονάδες. Μία τυπική τυχαία µεταβλητή Cauchy έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανό-
τητας

fX(x) =
1

π(1 + x2)
−∞ < x < +∞

Θα δείξουµε ότι αν ηX είναι µία τυπική τ.µ. Cauchy, τότε το ίδιο ισχύει και για την 1/X. Ορίζουµε
λοιπόν την τ.µ.

Y = g(X) =
1

X

(α) ∆ώστε τις γραφικές παραστάσεις της σ.π.π. fX(x) καθώς και του µετασχηµατισµού Y = 1/X.

(ϐ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FY (y) της τ.µ. Y ως συνάρτηση της α.σ.κ.
της τ.µ. X. Βοήθεια : Υπολογίστε την FY (y) πρώτα για y ≥ 0 και µετά για y < 0.

(γ) Υπολογίστε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, fy(y) και δείξτε ότι έχει την ίδια ακριβώς
έκφραση µε την σ.π.π. της X.


