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΄Ασκηση 1. Σε ένα µικροβιολογικό εργαστήριο καλλιεργούνται για µελέτη δύο µικροοργανισµοί,
ο Α και ο Β. Ο χρόνος Ϲωής σε ηµέρες των µικροοργανισµών δίνεται αντίστοιχα από τις τυχαίες
µεταβλητές Χ και Υ. Η από κοινού σ.π.π δίνεται από τον τύπο:

f(x, y) =

{
c(x− y)2, 0 ≤ x, y < 10

0, αλλoυ

και c ∈ R µια σταθερά.

(α) Να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς c.

(ϐ) Να ϐρεθούν οι περιθωριακές συναρτήσεις πυκνότητας fX(x) και fY (y).

(γ) Να ϐρεθεί η από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανοµής F (x, y).

(δ) Ποια είναι η πιθανότητα κανένας από τους δύο µικροοργανισµούς να Ϲήσει περισσότερο από δύο
µέρες ;

(ε) Ποια είναι η πιθανότητα τουλάχιστον ένας από τους δύο µικροοργανισµούς να Ϲήσει περισσότερο
από πέντε µέρες ;

΄Ασκηση 2. Μια εταιρία διανέµει στο εµπόριο σκευάσµατα συµπληρωµάτων διατροφής που πε-
ϱιέχουν τρεις διαφορετικές ϐιταµίνες, την Α, την Β και την Γ. Κάθε τέτοια συσκευασία Ϲυγίζει δύο
γραµµάρια. Τα ϐάρη των ϐιταµινών Α και Β, που περιέχονται σε κάθε συσκευασία, δίνονται από τις
τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ αντίστοιχα, µε από κοινού συνάρτηση πυκνότητας :

f(x, y) =

{
cyx, 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2, x+ y ≤ 2

0, αλλoυ

όπου c είναι µια ϑετική σταθερά. Το ϐάρος της Γ δίνεται από την µεταβλητή Ζ= 2-Χ-Υ.

(α) Να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς c.

(ϐ) Να ϐρεθούν η περιθωριακή συνάρτηση πυκνότητας, η µέση τιµή και η διασπορά των Χ και Υ.

(γ) Να ϐρεθεί η συνδιασπορά των τυχαίων µεταβλητών (Χ,Υ),(Χ,Ζ),(Υ,Ζ).
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΄Ασκηση 3. Οι τ.µ. X και Y είναι από κοινού Γκαουσιανές µε µέση τιµή µηδέν και διασπορά
µονάδα. Επίσης, ισχύει ότι Ε[XY ] = 0.5. Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των
τ.µ. W = X + Y και Z = |W |.

΄Ασκηση 4. Οι συνεχείς τυχαίες µεταβλητές X και Y έχουν από κοινού συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας :

f(x, y) =

{
12xy(1− x), 0 < x < 1, 0 < y < 1

0, αλλoυ

(α) Να ϐρεθούν οι περιθωριακές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των τ.µ. X και Y .

(ϐ) Να εξετάσετε αν οι X και Y είναι ανεξάρτητες τ.µ.

(γ) Να ϐρεθούν :

(i) Η µέση τιµή των τ.µ X και Y , E[X] και E[Y ] αντίστοιχα.

(ii) Η διασπορά των τ.µ X και Y , var[X] και var[Y ].

(δ) Ποια είναι η συνδιασπορά των τ.µ. X και Y , cov(X,Y );

΄Ασκηση 5. Μια εταιρία διανέµει δύο διαφορετικής ποιότητας ελαστικά, τα Α και τα Β. Ο αριθµός
των χιλιοµέτρων (σε δεκάδες χιλιάδες) που µπορεί να διανύσει ένα µηχανάκι µε ελαστικά τύπου Α,
µέχρι εκείνα να χρειαστεί να αντικατασταθούν, περιγράφεται από την τ.µ. Χ, η οποία έχει συνάρ-
τηση πυκνότητας ίση µε fX(x) = 1

3e
−x

3 , x > 0. Ο αντίστοιχος αριθµός χιλιοµέτρων (σε δεκάδες
χιλιάδες) για τα ελαστικά τύπου Β περιγράφεται από την τ.µ. Υ, η οποία έχει συνάρτηση πυκνότητας
ίση µε fY (y) = 1

4e
− y

4 , y > 0. Οι τ.µ. Χ και Υ είναι συνεχείς και ανεξάρτητες. ΄Εστω ότι παίρνουµε
ένα µηχανάκι και του τοποθετούµε ένα ελαστικό τύπου Α και ένα τύπου Β.

(α) Ποια η πιθανότητα το ελαστικό τύπου Α να ϕθαρεί πριν το ελαστικό τύπου Β.

(ϐ) Ποια η πιθανότητα µε το ελαστικό τύπου Β να διανυθούν τουλάχιστον 10.000 χιλιόµετρα περισ-
σότερα από ότι µε το ελαστικό τύπου Α.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω τ.µ. Χ η εβδοµαδιαία Ϲήτηση ϐενζίνης (σε χιλιάδες γαλόνια) σε ένα ϐενζινάδικο.
Η σ.π.π της Χ δίνεται από τον τύπο:

fX(u) =


u, 0 ≤ u ≤ 1,

2− u, 1 ≤ u ≤ 2,

0, αλλoυ

΄Εστω C η χωρητικότητα (σε χιλιάδες γαλόνια) της αποθήκης του ϐενζινάδικου, η οποία ξαναγεµίζει
κάθε ϐδοµάδα. Ο ιδιοκτήτης του ϐενζινάδικου ενδιαφέρεται για την τ.µ. Υ, δηλαδή της ποσότητας
(σε χιλιάδες γαλόνια) ϐενζίνης που πωλείται σε µια ϐδοµάδα.Σηµειώστε ότι η ϐενζίνη που πωλείται
δεν µπορεί να υπερβεί την χωρητικότητα της αποθήκης, δηλαδή Υ≤ C. Υποθέστε ακόµη ότι το
ακαθάριστο κέρδος για κάθε γαλόνι που πωλείται είναι 0.64 ευρώ.

(α) Σχεδιάστε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fX(u) και δείξτε ότι είναι µια έγκυρη συνάρ-
τηση πυκνότητας πιθανότητας.
(ϐ) Υποθέστε ότι C = 1 και παρατηρούµε ότι Χ=1.105. Μπορεί το ϐενζινάδικο να ικανοποιήσει τη
Ϲήτηση ;
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(γ) Υπολογίστε και σχεδιάστε την πιθανότητα να ικανοποιείται η Ϲήτηση P (X < C), ως συνάρτηση
του C. Ποια είναι η πιθανότητα ότι ικανοποιείται η Ϲήτηση όταν C = 1.

(δ) Ποια είναι η ελάχιστη τιµή του C που διασφαλίζει ότι η πιθανότητα η Ϲήτηση να υπερβαίνει την
χωρητικότητα δεν είναι µεγαλύτερη από 10−1;

(ε) Σχεδιάστε την αναµενόµενη τιµή του εβδοµαδιαίου ακαθάριστου κέρδους, συναρτήσει του C.

(στ) Υποθέστε ότι ο ιδιοκτήτης πληρώνει 10C ευρώ σαν εβδοµαδιαίο νοίκι για µια δεξαµενή χωρη-
τικότητας 1000C γαλονιών. Σχεδιάστε την αναµενόµενη τιµή του εβδοµαδιαίου καθαρού κέρδους
συναρτήσει του C. Ποια τιµή της C µεγιστοποιεί το κέρδος ;

΄Ασκηση 7. Υποθέστε ότι το ϐάρος των κερασιών ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 8
γραµµάρια και τυπική απόκλιση 1.5 γραµµάριο, Χ∼Ν(8, 2.25).

(α) Εάν επιλέξουµε ένα κεράσι στην τύχη, ποια η πιθανότητα να Ϲυγίζει περισσότερο από 11.5 γραµ-
µάρια ;

(ϐ) Εάν επιλέξουµε ένα κεράσι στην τύχη, ποια η πιθανότητα να Ϲυγίζει λιγότερο από 8.7 γραµµάρια ;

(γ) Εάν επιλέξουµε ένα κεράσι στην τύχη, ποια η πιθανότητα να έχει ϐάρος µεταξύ 6.2 και 7
γραµµαρίων ;

΄Ασκηση 8. Θεωρούµε την τυχαία µεταβλητή X η οποία είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη µεταξύ
των τιµών 1 και 2, δηλαδή: Χ∼ U [1,2].

Ορίζουµε µια νέα τυχαία µεταβλητή ως εξής : Y = e−2X

(α) ∆ώστε τη γραφική παράταση του µετασχηµατισµού Y = e−2Xκαθώς και αυτή της συνάρτησης
πυκνότητας πιθανότητας, fX(x)της τ.µ X.

(ϐ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής,FY (y)της τυχαίας µεταβλητής Y και δώστε τη
γραφική παράστασή της.

(γ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, fY (y) της Y και δώστε τη γραφική παρά-
στασή της.

(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y ≤ e−3).

΄Ασκηση 9. ΄Εστω ότι η τ.µ. Χ είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο διάστηµα [-1,4]. Η Χ µετασχη-
µατίζεται στην τ.µ. Υ=ιΧ-2ι.

(α) ∆ώστε την γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού και ϐρείτε το πεδίο τιµών της Υ.

(ϐ) Βρείτε την µέση τιµή της τ.µ. Υ.

(γ) Βρείτε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FY (y), και κατόπιν την συνάρτηση πυκνότητας,
fY (y), της τ.µ. Y .


