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΄Ασκηση 1.

Το δελτίο καιρού για µια τυχαία µέρα του έτους µπορεί να λέει ήλιος, συννεφιά ϐροχή ή χιόνι.
Υποθέτουµε τέσσερις εποχές, (“ϕθινόπωρο”, “χειµώνας”, “άνοιξη”, “καλοκαίρι”) µε 90 ηµέρες στην
κάθε εποχή, και ότι χιόνι µπορεί να πέσει µόνο τον χειµώνα, και επίσης ότι δε ϐρέχει το καλοκαίρι.
Πόσα ετήσια δελτία καιρού είναι δυνατά, δηλαδή ποιο είναι το πλήθος όλων των δυνατών ακολουθιών
δελτίων καιρού (4 · 90) 360 ηµερών;

Λύση.

Την άνοιξη και το ϕθινόπωρο, κάθε µέρα έχει τρεις πιθανές καταστάσεις για τον καιρό (“ήλιος”,
“συννεφιά”, “ϐροχή”), συνεπώς για κάθεµια από αυτές τις εποχές το συνολικό πλήθος των κατα-
στάσεων είναι : 3× 3× 3× · · · × 3 = 390.
Οµοίως, υπάρχουν 490 καταστάσεις για τον χειµώνα (“ήλιος”, “συννεφιά”, “ϐροχή”,“χιόνι”), και
290 καταστάσεις για το καλοκαίρι (“ήλιος”, “συννεφιά”).
Το συνολικό πλήθος όλων των δυνατών ακολουθιών δελτίων καιρού για 360 µέρες είναι :

390 × 390 × 490 × 290 ≈ 10167

΄Ασκηση 2.

Πόσους αναγραµµατισµούς µπορούµε να κάνουµε στις παρακάτω λέξεις;
(α) children
(ϐ) bookkeeper

Λύση.

Ο τύπος για τους ανασυνδυασµούς n αντικειµένων, εκ των οποίων υπάρχουν k1 αντικείµενα τύπου
1, k2 αντικείµενα τύπου 2, · · · , km αντικείµενα τύπου m είναι :

n!

k1! · k2! · k3! · · · km!

Με ϐάση αυτόν τον τύπο η λύση του προβλήµατος είναι απλή :
(α) Με τη λέξη children µπορούµε να κάνουµε:

8!

1!1!1!1!1!1!1!1!
= 8! αναγραµµατισµούς,

διότι κανένα γράµµα δεν εµφανίζεται παραπάνω από 1 ϕορά.
(ϐ) Με τη λέξη bookkeeper µπορούµε να κάνουµε:

10!

1!2!2!3!1!1!
=

10!

3!2!2!
αναγραµµατισµούς
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΄Ασκηση 3.

΄Ενα άτοµο έχει 8 ϕίλους, 5 από τους οποίους ϑέλει να καλέσει σε ένα πάρτι.
(α) Πόσες επιλογές έχει, αν δύο από τους ϕίλους του έχουν µαλώσει και δεν γίνεται να προσκληθούν
συγχρόνως;
(ϐ) Πόσες επιλογές έχει αν δύο από τους ϕίλους του είναι Ϲευγάρι και πρέπει να προσκληθούν
συγχρόνως;

Λύση.

(α) Εδώ έχουµε 2 περιπτώσεις αν δύο άτοµα δε γίνεται να προσκληθούν συγχρόνως : είτε δε ϑα
προσκληθεί κανένας από τους δύο, είτε ϑα προσκληθεί µόνο ένας εκ των δύο. Στη συνέχεια το
σύνολο χωρίζεται σε δύο υποσύνολα : Το ένα περιέχει τα 2 άτοµα που έχουν µαλώσει και το άλλο τα
εναποµείναντα 6 από τα συνολικά 8 άτοµα. Στην πρώτη περίπτωση το άτοµο δε ϑα καλέσει κανένα
από τους δύο, διαλέγοντας 0 άτοµα από το σύνολο των 2 και ϑα καλέσει και τα 5 άτοµα από το
σύνολο των 6. Στη δεύτερη περίπτωση το άτοµο ϑα καλέσει έναν εκ των δύο, διαλέγοντας 1 άτοµο
από το σύνολο των 2 και ϑα καλέσει τα υπόλοιπα 4 άτοµα από το σύνολο των 6.
Οπότε τελικά το συνολικό πλήθος των επιλογών ϑα είναι :

C(2, 0) · C(6, 5) + C(2, 1) · C(6, 4) =

(
2

0

)
·
(

6

5

)
+

(
2

1

)
·
(

6

4

)
=

(
6

5

)
+ 2 ·

(
6

4

)
(ϐ) Εδώ έχουµε 2 περιπτώσεις αν δύο άτοµα είναι Ϲευγάρι : είτε δε ϑα προσκληθεί κανένας από
τους δύο, είτε ϑα προσκληθούν και οι δύο. Στη συνέχεια το σύνολο χωρίζεται σε δύο υποσύνολα :
Το ένα περιέχει τα 2 άτοµα που είναι Ϲευγάρι και το άλλο τα εναποµείναντα 6 από τα συνολικά 8
άτοµα. Στην πρώτη περίπτωση το άτοµο δε ϑα καλέσει κανένα από τους δύο, διαλέγοντας 0 άτοµα
από το σύνολο των 2 και ϑα καλέσει και τα 5 άτοµα από το σύνολο των 6. Στη δεύτερη περίπτωση
το άτοµο ϑα καλέσει και τους δύο, διαλέγοντας και τα 2 άτοµα από το σύνολο των 2 και ϑα καλέσει
τα υπόλοιπα 3 άτοµα από το σύνολο των 6.
Οπότε τελικά το συνολικό πλήθος των επιλογών ϑα είναι :

C(2, 0) · C(6, 5) + C(2, 2) · C(6, 3) =

(
2

0

)
·
(

6

5

)
+

(
2

2

)
·
(

6

3

)
=

(
6

5

)
+ 2 ·

(
6

3

)

΄Ασκηση 4. Τραβάµε 7 χαρτιά από µια καλά ανακατεµένη τράπουλα 52 χαρτιών.
Βρείτε την πιθανότητα ότι :

(α) Τα 7 χαρτιά περιέχουν ακριβώς 3 άσσους.

(ϐ) Τα 7 χαρτιά περιέχουν ακριβώς 2 ϐαλέδες

(γ) Τα 7 χαρτιά περιέχουν ακριβώς 3 άσσους ή 2 ϐαλέδες

Λύση.

(α) Ορίζουµε το γεγονός : A = {Τα 7 χαρτιά περιέχουν ακριβώς 3 άσσους}.
Συνολικά υπάρχουν

(
52
7

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 7 ϕύλλα από µια τράπουλα 52 ϕύλλων. Ας

µετρήσουµε πόσοι από τους συνδυασµούς αυτούς περιέχουν ακριβώς 3 άσσους : Ακολουθούµε και
πάλι το σκεπτικό ότι σπάµε το αρχικό σύνολο σε υποσύνολα και µετράµε τους συνδυασµούς µέσα
σε αυτά. Συγκεκριµένα, εδώ έχουµε ένα υποσύνολο που περιέχει τους 4 άσσους και άλλο ένα που
περιέχει τα υπόλοιπα 48, τα οποία δεν είναι άσσοι εκ των συνολικά 52 χαρτιών.
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Υπάρχουν λοιπόν δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 3 από τους 4 άσσους και δυνατοί τρόποι να
τραβήξουµε τα υπόλοιπα 4 ϕύλλα από τα 48 ϕύλλα της τράπουλας που έχουν αποµείνει. Συνεπώς,
υπάρχουν δυνατοί συνδυασµοί να τραβήξουµε 7 ϕύλλα που να περιέχουν ακριβώς 3 άσσους. Για
να ϐρούµε τη πιθανότητα ότι στα 7 ϕύλλα περιέχονται 3 άσσοι, διαιρούµε αυτό τον αριθµό µε
το συνολικό πλήθος των δυνατών συνδυασµών να διαλέξουµε 7 ϕύλλα από µια τράπουλα των 52
ϕύλλων: (

4
3

)
·
(
48
4

)(
52
7

)
(ϐ) Με ανάλογο συλλογισµό όπως παραπάνω, υπάρχουν

(
4
2

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 2 από

τους 4 ϐαλέδες, και
(
48
5

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε τα υπόλοιπα 5 ϕύλλα από τα 48 ϕύλλα της

τράπουλας που έχουν αποµείνει.
Συνεπώς, υπάρχουν

(
4
2

)
·
(
48
5

)
δυνατοί συνδυασµοί να τραβήξουµε 7 ϕύλλα, που να περιέχουν ακριβώς

2 ϐαλέδες. Η πιθανότητα στα 7 ϕύλλα να περιέχονται 2 ϐαλέδες είναι :(
4
2

)
·
(
48
5

)(
52
7

)
(γ) Θεωρούµε τα ενδεχόµενα:
A = {Τραβήξαµε 7 ϕύλλα που περιέχουν ακριβώς 3 άσσους}
B = {Τραβήξαµε 7 ϕύλλα που περιέχουν ακριβώς 2 ϐαλέδες}
Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι η πιθανότητα της ένωσης : P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)
Οι πιθανότητες P (A) και P (B) είναι γνωστές, από τα προηγούµενα ερωτήµατα, άρα πρέπει να
ϐρούµε την πιθανότητα P (A ∩ B). Το γεγονός (A ∩ B) συµβαίνει µε την επιλογή 3 από τους 4
άσσους, 2 από τους 4 ϐαλέδες, και 2 από τα υπόλοιπα 44 χαρτιά.
Συνολικά λοιπόν, υπάρχουν

(
4
3

)
·
(
4
2

)
·
(
44
2

)
δυνατοί τρόποι για να επιλέξουµε 7 ϕύλλα που περιέχουν

ακριβώς 3 άσσους και 2 ϐαλέδες.

΄Ασκηση 5. Το κατάστηµα της γειτονιάς σας πραγµατοποιεί εκκαθάριση. Τα πάντα πρέπει να πω-
ληθούν, νέα και παλιά. Το κατάστηµα έχει 1000 παλιά κοµµάτια και 1500 καινούρια. Το πρόβληµα
είναι ότι 15% των παλιών είναι ελαττωµατικά καθώς και 5% των νέων.

(α) Ρίχνετε ένα δίκαιο κέρµα για να αποφασίσετε αν ϑα αγοράσετε παλιό ή νέο προϊόν. ∆ιαλέγετε
δύο κοµµατια του ίδιου τύπου (νέα ή παλιά) ανάλογα µε το αποτέλεσµα µιας και µοναδικής ϱίψης
του κέρµατος. Ποια η πιθανότητα ότι και τα δύο ϑα είναι ελαττωµατικά;
(ϐ) ∆εδοµέων των συνθηκών στο (α), και του ότι και τα δύο αντικείµενα είναι ελαττωµατικά, ποια
είναι η πιθανότητα ότι και τα δύο ϑα είναι ελαττωµατικά;

Λύση.

(α) Θεωρούµε τα ενδεχόµενα: A = {Τα επιλεγµένα κοµµάτια είναι ελαττωµατικά}
B1 = {Επιλέγονται δύο παλιά κοµµάτια}
B2 = {Επιλέγονται δύο νέα κοµµάτια}
Τα γεγονότα B1 και B2 είναι ξένα και και αποτελούν µια διαµέριση του Ω το καθένα µε ϑετική
πιθανότητα. Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας,
ισούται µε :

P (A) = P (B1) · P (A|B1) + P (B2) · P (A|B2)

Τα κοµµάτια έχουν ίση πιθανότητα να είναι καινούρια ή παλιά, λόγω της επιλογής µέσω ϱίψης
δίκαιου κέρµατος, άρα: P (B1) = P (B2) = 1/2.
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Υπάρχουν
(
1000
2

)
τρόποι, µε ίση πιθανότητα, επιλογής δύο παλιών κοµµατιών από ένα σύνολο

από 1000 παλιά κοµµάτια. Εφόσον 15% των παλιών κοµµατιών είναι ελαττωµατικά, υπάρχουν 150
ελαττωµατικά παλιά κοµµάτια.
Υπάρχουν

(
150
2

)
τρόποι επιλογής 2 ελαττωµατικών παλιών κοµµατιών από ένα σύνολο από 150

ελαττωµατικά παλιά κοµµάτια. Εποµένως ϑα έχουµε:

P (A|B1) =

(
150
2

)(
1000
2

)
Παροµοίως, ένα 5% από τα νέα κοµµάτια (75) είναι ελαττωµατικά. ∆εδοµένου ότι δύο νέα κοµµάτια
επιλέγονται ϑα έχουµε:

P (A|B2) =

(
75
2

)(
1500
2

)
΄Αρα τελικά έχουµε:

P (A) =
1

2
·
(
150
2

)(
1000
2

) +
1

2
·
(
75
2

)(
1500
2

)
(ϐ) Ψάχνουµε την πιθανότητα: P (B1|A). Σε αντιστοιχία µε τη ϑεωρία, η παρατήρηση/ αποτέλεσµα
είναι ότι τα αντικείµενα είναι ελαττωµατικά και η αιτία για την οποία ψάχνουµε κατά πόσον συµ-
ϐάλλει στο αποτέλεσµα είναι η παλαιότητα των κοµµατιών. Χρησιµοποιώντας λοιπόν τον κανόνα
του Bayes ϑα έχουµε:

P (B1|A) =
P (B1) · P (A|B1)

P (B1) · P (A|B1) + P (B2) · P (A|B2)

=
1/2 · (1502 )

(10002 )

1/2 · (1502 )
(10002 )

+ 1/2 · (752 )
(15002 )


