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Θέµα 1 - (10 µονάδες)

(α) Ο δειγµατοχώρος Ω του πειράµατος είναι :

Ω = {KKK,KKΓ,KΓK,KΓΓ,ΓKK,ΓKΓ,ΓΓK,ΓΓΓ}

Το κέρµα είναι δίκαιο, εποµένως κάθε δειγµατοσηµείο έχει πιθανότητα ίση µε 1/2, οπότε :

Α={KΓΓ,ΓKΓ,ΓΓK,ΓΓΓ} και P (A) = |A|
|Ω| = 1

2

Β= {KKΓ,KΓK,KΓΓ,ΓKK,ΓKΓ,ΓΓK, } και P (B) = |B|
|Ω| = 3

4

A ∩B = {KΓΓ,ΓKΓ,ΓΓK}={ακριβώς 1 Κ} και P (A ∩B) = |A∩B|
|Ω| = 3

8

Προφανώς ισχύει ότι : A ∩B = 3
8 = P (A) · P (B)

Συνεπώς τα Α και Β είναι ανεξάρτητα.

(ϐ) Αφού τα C και D είναι ανεξάρτητα ισχύει ότι : P (C ∩D) = P (D) · P (C) (1)

Από τα δεδοµένα της άσκησης ισχύει ότι : D ⊂ C ⇒ C ∩D = D ⇒ P (C ∩D) = P (D) (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι : P (C) · P (D) = P (D) ⇒ P (D) · [P (C) − 1] = 0 ⇒
P (D) = 0 ή P (C) = 1 που ήταν και το Ϲητούµενο της άσκησης.

Θέµα 2 - (15 µονάδες)

(α) Υπάρχουν

(
8
5

)
= 56 τρόποι να επιλεγεί η αρχική πεντάδα. Το πλήθος των πεντάδων που δεν

περιέχουν κανέναν από τους δύο ϕίλους είναι

(
6
5

)
= 6. Συνεπώς η πιθανότητα του ενδεχοµένου Α :

{ο Χρήστος ή ο Αντρέας ή και οι δυο τους να αρχίσουν τον αγώνα} είναι ίση µε :

P (A) =
56− 6

56
=

50

56
=

25

28
= 0.8929

(ϐ) Παρατηρούµε στο σχήµα ότι ∆ΕΝ σχηµατίζεται τρίγωνο όταν οι τρεις κουκκίδες επιλέγονται όλες

είτε στην πάνω είτε στην κάτω σειρά. Υπάρχουν

(
11
3

)
= 165 τρόποι να επιλέξουµε τρεις κουκκίδες.

Υπάρχουν

(
5
3

)
= 10 τρόποι να επιλέξουµε τρεις κουκκίδες στην πάνω σειρά. Υπάρχουν

(
6
3

)
= 20

τρόποι να επιλέξουµε τρεις κουκκίδες στην κάτω σειρά. Εποµένως η πιθανότητα του ενδεχοµένου

Β: { Σχηµατίζεται τρίγωνο } είναι :

P (B) =
165− 10− 20

165
=

135

165
=

9

11
= 0.8182
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Θέµα 3 - (25 µονάδες)

(α) Η τ.µ παίρνει :

Την τιµή 0 για την κορυφή: (0,0)

Την τιµή 1 για τις 4 κορυφές : (1,0)(0,1)(-1,0)(0,-1)

Την τιµή 2 για τις 8 κορυφές : (2,0) (1,1) (0,2) (-1,1) (-2,0) (-1,-1) (0,-2) (1,-1)

Την τιµή 3 για τις 8 κορυφές : (2,1) (1,2) (-1,2) (-2,1) (-2,-1) (-1,-2) (1,-2) (2,-1)

Την τιµή 4 για τις 4 κορυφές : (2,2) (-2,2) (-2,-2) (2,-2)

Συνεπώς:

PH(k) =



1
25 , k = 0
4
25 , k = 1
8
25 , k = 2
8
25 , k = 3
4
25 , k = 4

Σχήµα 1: Γραφική παράσταση της συνάρτησης πιθανότητας.

(ϐ) Υπάρχουν 16 κορυφές για τις οποίες ισχύει ότι |x| 6= |y|. Για αυτές ισχύει ότι η τ.µ Η παίρνει :

Την τιµή 1 για τις 4 κορυφές : (1,0)(0,1)(-1,0)(0,-1)

Την τιµή 2 για τις 4 κορυφές : (2,0)(0,2)(-2,0)(0,-2)

Την τιµή 3 για τις 8 κορυφές : (2,1) (1,2) (-1,2) (-2,1) (-2,-1) (-1,-2) (1,-2) (2,-1)

Συνεπώς:

PH/|x|6=|y|(k) =


4
16 , k = 1
4
16 , k = 2
8
16 , k = 3
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Σχήµα 2: Γραφική παράσταση της συνάρτησης πιθανότητας.

(γ) Ισχύει ότι : E[D2] = E[X2 + Y 2] = E[X2] + E[Y 2] . Η τ.µ X2
παίρνει τις τιµές 0,1,4 µε

πιθανότητες
5
25 ,

10
25 ,

10
25 αντίστοιχα. Εποµένως :

E[X2] = 0 · 5

25
+ 1 · 10

25
+ 4 · 10

25
= 2

΄Οµοια προκύπτει ότι E[Y 2] = 2 . ΄Αρα E[D2] = 4

Θέµα 4 - (25 µονάδες)

Κατ΄ αρχάς παρατηρούµε ότι : Υ ∼ ∆(n = 10,p = 1
5 ) (1)

(α) ∆εδοµένου ότι η πρώτη απάντηση είναι σωστή (X1 = 1) και η τελευταία λάθος (X10 = 0), το

γεγονός να δώσει συνολικά τρεις σωστές απαντήσεις (Y = 3) είναι ισοδύναµο µε το να απαντήσει

σωστά σε δύο από τις οχτώ ερωτήσεις υπ΄ αριθµόν 2 έως 9. Η πιθανότητα αυτή είναι ίση µε :

P (Y = 3|X1 = 1, X10 = 0) =

(
8

2

)
·
(

1

5

)2

·
(

4

5

)6

= 0.2936

(ϐ) Αφού ο ϕοιτητής λαµβάνει 2 µονάδες για κάθε σωστή απάντηση ισχύει ότι Z = 2Y . Από την σχέ-

ση (1) προκύπτει ότι : E[Y ] = 10 · 15 = 2 και var(Y ) = 10 · 15 ·
4
5 = 8

5 = 1.6 . ΄Αρα, E[Z] = 2E[Y ] = 4
και var(Z) = 4var(Y ) = 6.4

Τελικά ο ϕοιτητής κατά µέσο όρο γράφει 4, που δεν του αρκεί για να επιτύχει στην εξέταση.
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(γ) Σε αυτή την περίπτωση ο συνολικός ϐαθµός Ζ είναι ίσος µε : Z = 2Y − (10 − Y ) = 3Y − 10 .

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε το ερώτηµα (ϐ) προκύπτει ότι : E[Z] = 3 − E[Y ] − 10 = −4
και var(Z) = 9var(Y ) = 14.4

΄Αρα ο ϕοιτητής γράφει ακόµη χειρότερα σε αυτήν την περίπτωση.

Θέµα 5 - (25 µονάδες)

(α) Από την σχέση P (X = Y ) = 0.06 και αθροίζοντας τις διαγώνιες τιµές του πίνακα προκύπτει ότι :

0.01 + 0 + 0.05 + PX,Y (3, 3) = 0.06⇒ PX,Y (3, 3) = 0

Επίσης P (X = 3|Y ≥ 2) = P (X=3∩Y≥2)
P (Y≥2) =

PX,Y (3,2)+PX,Y (3,3)
PY (2)+PY (3) =

PX,Y (3,2)+0
0.3+0.25 = 0.0909 ⇒

PX,Y (3, 2) = 0.05

Στην συνέχεια χρησιµοποιώντας τις σχέσεις για τις περιθωριακές ς.π των Χ,Υ εύκολα ϐρίσκουµε ότι :

PX(3) = 0.3, PX,Y (1, 2) = 0.1, PY (1) = 0.3, PX,Y (0, 1) = 0.09, PX,Y (0, 3) = 0.1

Ο πλήρης πίνακας είναι :

Y
y = 0 y = 1 y = 2 y = 3 pX(x)

x = 0 0.01 0.09 0.1 0.1 0.3

X x = 1 0 0 0.1 0.1 0.2

x = 2 0.09 0.01 0.05 0.05 0.2

x = 3 0.05 0.2 0.05 0 0.3

pY (y) 0.15 0.3 0.5 0.25

(ϐ) P (X > Y ) = 0.09 + 0.01 + 0.05 + 0.2 + 0.05 = 0.4

(γ) P (X = 3|Y = 0) =
PX,Y (3,0)
PY (0) = 0.05

0.15 = 1
3

(δ) Για να είναι το Y Ϲυγός πρέπει να παίρνει τις τιµές {0, 2} και για να είναι το X περιττός πρέπει

να παίρνει τις τιµές {1, 3} οπότε :

P (Y Ϲυγός|Xπεριττός)=P (Y = 0, 2|X = 1, 3) =
PX,Y (1,0)+PX,Y (3,0)+PX,Y (1,2)+PX,Y (3,2)

PX(1)+PX(3) = 0+0.05+0.1+0.05
0.2+0.3 =

0.2
0.5 = 2

5 = 0.4

(ε) Ισχύει ότι : E[Z] = 3E[X]− E[Y 2] (1), άρα:

E[X] = 0·0.3+1·0.2+2·0.2+3·0.3 = 1.5 και E[Y 2] = 02 ·0.15+12 ·0.3+22 ·0.3+32 ·0.25 = 3.75

Αντικαθιστώντας λοιπόν τις τιµές αυτές στη σχέση (1) προκύπτει ότι : E[Z] = 0.75


