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Θέµα 1 - 10 µονάδες. Βασικές έννοιες
(α) Ρίχνουµε ένα δίκαιο κέρµα 3 ϕορές. Ορίζουµε τα γεγονόταA = {έρχονται περισσότερα από ένα Γ}
και B = {έρχονται ένα ή δύο Κ}. Είναι τα γεγονότα A και B ανεξάρτητα ;

(ϐ) Αποδείξτε την ακόλουθη πρόταση: Αν τα C και D είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους και D ⊂ C, τότε
P (D) = 0 ή P (C) = 1.

Θέµα 2 - 15 µονάδες. Συνδυαστική
(α) Ο Χρήστος και ο Ανδρέας είναι δύο καλοί ϕίλοι που παίζουν στην ίδια οµάδα µπάσκετ. Υπάρ-
χουν συνολικά 8 παίκτες στην οµάδα τους. Η αρχική πεντάδα του τελικού επιλέγεται τυχαία από
τους 8 παίκτες. Με ποια πιθανότητα τουλάχιστον ένας από τους δύο ϕίλους ϑα αρχίσει τον αγώνα ;

(ϐ) Στην εικόνα του Σχήµατος 1 επιλέγουµε τυχαία τρεις από τις κουκκίδες και τις ενώνουµε µε
γραµµές. Ποια είναι η πιθανότητα ότι ϑα σχηµατιστεί ένα τρίγωνο ;

Σχήµα 1: Η διάταξη του Θέµατος 2(ϐ).

Θέµα 3 - 25 µονάδες. Βασικές έννοιες τ.µ. Γράφος είναι ένα σύνολο από κορυφές που ενώνονται
µεταξύ τους µε ακµές. Με γράφους µπορούν να µοντελοποιηθούν πολλές διαφορετικές ϕυσικές ή
τεχνολογικές δοµές, όπως π.χ. τα δίκτυα υπολογιστών. Στο Σχήµα 2 απεικονίζεται ένας γράφος µε
25 κορυφές και ακµές µοναδιαίου µήκους σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων. Η κεντρική
κορυφή έχει συντεταγµένες (0,0).

΄Εστω οι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) X, Y οµοιόµορφα κατενεµηµένες στο σύνολο τιµών
{−2,−1, 0, 1, 2}. Εποµένως, το Ϲεύγος (X,Y ) αντιπροσωπεύει τις συντεταγµένες των κορυφών ενός
γράφου που επιλέγονται τυχαία µε οµοιόµορφο τρόπο. Ορίζουµε την τ.µ. H ως την απόσταση
(το µήκος της συντοµότερης διαδροµής - minimum number of hops) µεταξύ καθενός από τους 25
κόµβους (X,Y ) και του κεντρικού κόµβου (0, 0). Π.χ. H = 3 για την κορυφή (1,2) ενώ H = 4 για
την κορυφή (2,2).

(α) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης πιθανότητας (σ.π.) της τ.µ. H.
(ϐ) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της σ.π. της τ.µ. H, δεδοµένου ότι |X| 6= |Y |.
(γ) ΄ΕστωD η Ευκλείδεια απόσταση µεταξύ των κόµβων (X,Y ) και (0, 0): D2 = X2+Y 2. Υπολογίστε
τη δεύτερη ϱοπή της τ.µ. D, E[D2].
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Σχήµα 2: Ο γράφος του Θέµατος 3.
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Θέµα 4 - 25 µονάδες. Ανεξάτητες δοκιµές Bernoulli

΄Ενας ϕοιτητής δίνει µία εξέταση 10 ερωτήσεων πολλαπλών επιλογών µε 5 δυνατές επιλογές ανά
ερώτηµα. ∆εν είναι καλά διαβασµένος (όπως εσείς σήµερα !) οπότε απαντά κάθε ερώτηµα διαλέγον-
τας τυχαία µία από τις 5 δυνατές απαντήσεις, ανεξάρτητα από την µία ερώτηση στην άλλη.

Ορίζουµε Xi = 1 αν ο ϕοιτητής απαντήσει σωστά την i-στή ερώτηση και Xi = 0 αν την απαντήσει
λάθος. ΄Εστω Y το πλήθος των ερωτήσεων που απαντά σωστά.

(α) Υπολογίστε την δεσµευµένη πιθανότητα P (Y = 3 | X1 = 1, X10 = 0).

(ϐ) Αν ο ϕοιτητής λαµβάνει 2 µονάδες για κάθε σωστή απάντηση, υπολογίστε τη µέση τιµή και
διασπορά του συνολικού ϐαθµού, Z, που επιτυγχάνει στην εξέταση. Πως τα ϐλέπετε τα πράγµατα
για τον ϕίλο µας ;

(γ) Αν ο ϕοιτητής λαµβάνει 2 µονάδες για κάθε σωστή απάντηση και -1 µονάδα για κάθε λανθασµέ-
νη, υπολογίστε τη µέση τιµή και διασπορά του συνολικού ϐαθµού που λαµβάνει στην εξέταση.

Θέµα 5 - 25 µονάδες. Από κοινού κατανοµές

Οι τ.µ. X και Y παίρνουν τιµές x και y, αντίστοιχα, στο σύνολο {0, 1, 2, 3}. Στον παρακάτω πίνακα
µας δίδεται µερική πληροφορία για την από κοινού σ.π. pX,Y (x, y) και τις περιθωριακές σ.π. pX(x)
και pY (y) των τ.µ. X και Y , αντίστοιχα. Επίσης, µας δίδεται ότι :
(i) P (X = 3 | Y ≥ 2) = 0.0909 και (ii) P (X = Y ) = 0.06.

Y
y = 0 y = 1 y = 2 y = 3 pX(x)

x = 0 0.01 ? 0.1 ? 0.3
X x = 1 0 0 ? 0.1 0.2

x = 2 0.09 0.01 0.05 0.05 0.2
x = 3 0.05 0.2 ? ? ?

pY (y) 0.15 ? 0.3 0.25

(α) Χρησιµοποιώντας την πληροφορία που σας δίδεται, να συµπληρώσετε τις εφτά τιµές που λείπουν
στον πίνακα.

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα η τ.µ. X να παίρνει τιµές µεγαλύτερες από την τ.µ. Y .

(γ) ∆εδοµένου ότι Y = 0, ποια είναι η δεσµευµένη πιθανότητα ότι X = 3;

(δ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (Y είναι Ϲυγός | X είναι περιττός);

(ε) ΄Εστω Z = 3X − Y 2. Βρείτε τη µέση τιµή, E[Z], της τ.µ. Z.


