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Τέταρτη Σειρά Ασκήσεων-Λύσεις

΄Ασκηση 1.

(α) Για να είναι η pX(k) µια έγκυρη συνάρτηση πιθανότητας ϑα πρέπει
∑10+b

10−b pX(k) = 1.
΄Εχουµε ότι :∑10+b

10−b
1
20 |k − 10| = 2 ·

∑10+b
11

1
20(k − 10) = 2 · 1

20m = 1
10

∑b
m=1m, [m = k − 10]

= 1
10

b(b+1)
2 = b(b+1)

20 = 1

⇒ b = 4

Η γραφική παράσταση της pX(k) ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Η συνάρτηση πιθανότητας γίνεται :

Σχήµα 1: Γραφική παράσταση ερωτήµατος (α) άσκησης 1.

pX(k) =



0, k = 10

1/20, k = 9 ή 11

2/20, k = 8 ή 12

3/20, k = 7 ή 13

4/20, k = 6 ή 14

(ϐ) Προφανώς λόγω συµµετρίας της pX(k) γύρω από το k = 10, έχουµε:

E[X] = 10
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Επίσης,

E[X2] =
∑
k

k2pX(k) = 102 · 0 + (92 + 112) · 1

20
+ (82 + 122) · 2

20
+ (72 + 122) · 3

20
+ (62 + 142) · 4

20
= 110

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 110− 102 = 10

(γ)

E[Y ] = E[10 · (25−X2)] = 6250− 500 · E[X] + 10 · E[X2] = 6250− 500 · 10 + 10 · 110 = 2350 euro

(δ)

P (10 ≤ X ≤ 12|10 ≤ X ≤ 15) = P ((10≤X≤12)∩(10≤X≤15))
P (10≤X≤15) =

0+1/20+2/10
0+1/20+2/20+3/20+4/20+0 =

3/20
10/20 = 0.3

(ε)

Από τη συµµετρία της pX(k) γύρω από το k = 10, έχουµε ότι :

P (A) = 0.5 (1)

Συνεπώς,

P (Ac) = 0.5 (2)

Επίσης,

P (Bc) = 0.7 (3)

Τα Α και Β είναι ανεξάρτητα, συνεπώς και τα Ac και Bc είναι ανεξάρτητα. Τελικά έχουµε:

P (AcBc) = P (Ac)P (Bc) = 0.5 · 0.7 = 0.35 (4)

΄Ασκηση 2.

(α) Το Ϲάρι είναι δίκαιο , οπότε κάθε αριθµός έχει την ίδια πιθανότητα εµφάνισης : 1/6. Εποµένως :

pX(8) = P (X = 8) = P ({1}) =
1

6
(5)

pX(5) = P (X = 5) = p({2, 3}) = P ({2}) + P ({3}) =
1

6
+

1

6
=

1

2
(6)

pX(−z) = P (X = −z) = p({4, 5, 6}) = P ({4}) + P ({5}) + P ({6}) = 3 ∗ 1

6
=

1

2
(7)
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(ϐ)

΄Εχουµε ότι :

−1 = µX =
∑

x xpX(x) = 8 · 16 + 5 · 26 + (−z) · 36 = 18−3z
6 (8)

Λύνοντας ως προς z έχουµε:

z = −6−18
−3 = 8 (9)

(γ) ΄Εχουµε ότι :

E[ln(|X|)] =
∑

x(ln|x|) · pX(x) = ln8 · 16 + ln5 · 13 + lnz 12 = ln(200z3)
6 = 1.92 (10)

΄Ασκηση 3.

(α) Προφανώς, ο Κώστας λαµβάνει πίσω 100× 100 ευρώ, µε πιθανότητα 1/50 και 0 ευρώ µε πιθανό-
τητα 49/50. Συνεπώς,

pX(k) =


49/50, x = 0

1/50, x = 10000

0, αλλού

Η µέση τιµή ϑα είναι :

E[X] = 0 · 49

50
+ 10000 · 1

50
= 200

Η ϱοπή δεύτερης τάξης γίνεται :

E[X2] = 02 · 49

50
+ 100002 · 1

50
= 2 · 106

Εποµένως, η διασπορά γίνεται :

var(X) = E[X2]− (E[Q])2 = 2 · 106 − (200)2 = 1960000

Η τυπική απόκλιση ϑα είναι :

σX = 1400, ευρώ

(ϐ)

(i) Σε αυτή τη περίπτωση , ο Κώστας λαµβάνει πίσω Y = 100W ευρώ. Η τυχαία µεταβλητή W
εκφράζει το πλήθος των λαχείων που κερδίζουν (από 100 ευρώ το καθένα) και ακολουθεί διωνυµική
κατανοµή µε παραµέτρους : n = 100, p = 1/50, W ≈ ∆(n = 100, p = 1

50).

Συνεπώς, η τυχαία µεταβλητή Y παίρνει τιµές στο σύνολο {0, 100, 200, · · · , 9800, 9900, 10000}
µε πιθανότητα:

pY (100k) =

(
100

k

)
·
( 1

50

)k
·
(49

50

)100−k
, k = 0, 1, 2, · · · , 100 (11)
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(ii) Με τη νέα στρατηγική, η µέση τιµή γίνεται :

E[Y ] = 100 · E[W ] = 100np = 100× 100× 1

50
= 200

Η διασπορά γίνεται :

var(Y ) = var(100W ) = 104var(W ) = 104np(1− p) = 104 · 100 · (1/50) · (49/50) = 196000 (12)

Παρατηρούµε ότι έχουµε την ίδια τυπική απόκλιση, σY = 140 ευρώ. Και οι δύο στρατηγικές
δίνουν το ίδιο µέσο κέρδος, αλλά η δεύτερη στρατηγική έχει 10 ϕορές µικρότερη τυπική απόκλιση.

΄Ασκηση 4.

(α) Πρέπει να ισχύει :

2∑
x=1

3∑
y=1

p(x, y) = 1

Συνεπώς,

1 =
∑2

x=1

∑3
y=1 c(x+ y) = c

(∑2
x=1

∑3
y=1 x+

∑2
x=1

∑3
y=1 y

)
=

c
(

3
∑2

x=1 x+ 2
∑3

y=1 y
)

= c(3 · 3 + 2 · 6) = 21c⇔

c = 1
21

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

pX(x) =

3∑
y=1

p(x, y) =
1

21

3∑
y=1

(x+ y) =
3x+ 6

21
, x = 1, 2, · · ·

pY (y) =
2∑

x=1

p(x, y) =
1

21

2∑
x=1

y(x+ y) =
3 + 2y

21
, y = 1, 2, 3 · · ·

(γ) ΄Εχουµε ότι :

p(1, 1) =
1 + 1

21
=

2

21

pX(1) · pY (1) =
9

21
· 5

21
=

5

49

Εποµένως, οι τυχαίες µεταβλητές X,Y δεν ειναι ανεξάρτητες.
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΄Ασκηση 5.

(α) Από την έκφραση της από κοινού συνάρτηση πιθανότητας ϐλέπουµε ότι υπάρχουν 9 (x, y)
υποψήφια Ϲεύγη µε µη µηδενική πιθανότητα. Τα Ϲεύγη αυτά είναι τα (1, 1), (1, 2), (1, 3), (4, 1), (4, 2),
(4, 3), (6, 1), (6, 2) και (6, 3). Η πιθανότητα ενός Ϲεύγους είναι ανάλογη του κλάσµατος y/x των
συντεταγµένων του Ϲεύγους. Καθώς η πιθανότητα του δειγµατοχώρου ισούται µε 1, ισχύει :

1

1
c+

2

1
c+

3

1
c+

1

4
c+

2

4
c+

3

4
c+

1

6
c+

2

6
c+

3

6
c = 1.

Λύνοντας ως προς c, έχουµε c =
2

17
.

(ϐ) Υπάρχουν 3 σηµεία για τα οποία ισχύει 2Y < X.

P (2Y < X) = P ({(4, 1)}) + P ({(6, 1)}) + P ({(6, 2)}) =
2

17
(
1

4
+

1

6
+

2

6
) =

3

34
.

(γ) Υπάρχουν 4 σηµεία για τα οποία ισχύει 2Y > X.

P (2Y > X) = P ({(1, 1)}) + P ({(1, 2)}) + P ({(1, 3)}) + P ({(4, 3)}) =
2

17
(
1

1
+

2

1
+

3

1
+

3

4
) =

27

34
.

(δ) Υπάρχουν 2 σηµεία για τα οποία ισχύει 2Y = X.

P (2Y = X) = P ({(4, 2)}) + P ({(6, 3)}) =
2

17
(
2

4
+

3

6
) =

2

17
.

Παρατηρούµε ότι :

P (2Y < X) + P (2Y > X) + P (2Y = X) =
3

34
+

27

34
+

2

17
= 1,

όπως ϑα περιµέναµε.

(ε) Για 2 διακριτές τυχαίες µεταβλητές X και Y µε από κοινού συνάρτηση πιθανότητας pX,Y (x, y),
έχουµε:

pX(x) =
∞∑

y=−∞
pX,Y (x, y) και pY (y) =

∞∑
y=−∞

pX,Y (x, y).

Στο συγκεκριµένο πρόβληµα ο αριθµός των πιθανών Ϲεύγων (X,Y ) είναι αρκετά µικρός, άρα µπο-
ϱούµε να προσδιορίσουµε τις περιθωριακές ΣΠ αριθµητικά. Για παράδειγµα,

pX(4) = P ({(4, 1)}) + P ({(4, 2)}) + P ({(4, 3)}) =
6

34
.

Συνολικά έχουµε:

pX(x) =


12/17, x = 1,

3/17, x = 4,

2/17, x = 6,

0, αλλού

και

pY (y) =


1/6, y = 1

1/3, y = 2,

1/2, y = 3,

0, αλλού.
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(στ) Η µέση τιµή µιας τυχαίας διακριτής µεταβλητής X δίνεται από τον τύπο

E[X] =

∞∑
x=−∞

xpX(x).

Για τη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε,

E[X] = 1 · 12

17
+ 4 · 3

17
+ 6 · 2

17
=

36

17

και

E[Y ] = 1 · 1

6
+ 2 · 1

3
+ 3 · 1

2
=

7

3
.

(Ϲ) Η διασπορά µιας τυχαίας διακριτής µεταβλητής X υπολογίζεται από τον E[X2]− (E[X])2 ή από
τον E[(X − E[X])2]. Εφαρµόζοντας το δεύτερο τύπο ισχύει,

var(X) = (1− 36

17
)2 · 12

17
+ (4− 36

17
)2 · 3

17
+ (6− 36

17
)2 · 2

17
=

948

289

var(Y ) = (1− 7

3
)2 · 1

6
+ (2− 7

3
)2 · 1

3
+ (3− 7

3
)2 · 1

2
=

5

9
.

΄Ασκηση 6.

(α) Η γραφική παράσταση δίνεται στο παρακάτω σχήµα ΄Εχουµε ότι :

Σχήµα 2: Γραφική παράσταση ερωτήµατος (α) άσκησης 6.

• 0 < PX,Y (x, y) < 1, ∀(x, y)

• ΄Εχουµε:∑+∞
x=1

∑3
y=1 PX,Y (x, y) =

∑+∞
x=1

1
4 · (

1
2)x +

∑+∞
x=1

1
2 · (

1
2)x +

∑+∞
x=1

1
4 · (

1
2)x =

1
4 ·

1/2
1−1/2 + 1

2 ·
1/2

1−1/2 + 1
4 ·

1/2
1−1/2 =

1
4 · 1 + 1

2 · 1 + 1
4 · 1 = 1
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Εποµένως, η PX,Y (x, y) είναι έγκυρη συνάρτηση πιθανότητας.
(ϐ) Ισχύουν τα εξής :

PX(x) =
3∑

y=1

PX,Y (x, y) =
1

4
· (1

2
)x +

1

2
· (1

2
)x +

1

4
· (1

2
)x = (

1

2
)x

Επίσης,

PU (y) =
+∞∑
x=1

PX,Y (x, y) =

{∑+∞
x=1

1
4 · (

1
2)x, y = 1, 3∑+∞

x=1
1
2 · (

1
2)x, y = 2

Εποµένως,

PU (y) =
+∞∑
x=1

PX,Y (x, y) =

{∑+∞
x=1

1
4 ·

1/2
1−1/2 , y = 1, 3∑+∞

x=1
1
2 ·

1/2
1−1/2 , y = 2

=

{
1/4, y = 1, 3

1/2, y = 2

Βλέπουµε ότι PX,Y (x, y) = PX(x) ·PY (y), συνεπώς οι τυχαίες µεταβλητές X,Y είναι ανεξάρτη-
τες.
(γ) Η γεωµετρική συνάρτηση κατανοµής, έχει συνάρτηση πιθανότητας :

PX(k) = (1− p)k−1 · p, k = 1, 2, 3, · · ·

΄Αρα είναι προφανές ότι η τυχαία µεταβλητήX του προβλήµατος, είναι γεωµετρική µε παράµετρο
p = 1/2.
Εποµένως, E[X] = 1

p = 2, και var(X) = 1−p
p2

= 1−1/2
1/4 = 2

(δ) Θα πρέπει πρώτα να υπολογίσουµε τις E[Y ], E[Y 2], E[Y 4]

E[Y ] = 11 · 14 + 31 · 14 + 21 · 12 = 2

E[Y 2] = 12 · 14 + 32 · 14 + 22 · 12 = 9
2

E[Y 4] = 14 · 14 + 34 · 14 + 24 · 12 = 57
2

Οπότε έχουµε:

E[Z] = E[2X + Y 2] = 2E[X] + E[Y 2] = 2 · 2 + 9
2 = 17

2

και

var[Z] = var[2X + Y 2] = var[2X] + var[Y 2]

= 4 · var(X) + var(Y 2)

= 4 · var(X) + E[Y 2]− E2(Y 2) = 4 · 2 + 57
2 −

81
4 = 65

4

(ε) ΄Εχουµε ότι :

PZ|X(z|X = 1) = P ({Z = z}|{X = 1})
= P ({2X + Y 2 = z}|{X = 1}) = P ({2 + Y 2 = z})

=

{
1/4, z = 3, 11

1/2, z = 6


