
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ

Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-217: Πιθανότητες - Χειµερινό Εξάµηνο 2016-2017

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Φροντιστήριο 8

Από κοινού συναρτήσεις Τυχαίων Μεταβλητών

Επιµέλεια : Κατερίνα Καραγιαννάκη

΄Ασκηση 1.

Εστω η τ.µ. X µε πεδίο τιµών {1, 2} και η τ.µ. Y µε πεδίο τιµών {1, 2, 3}. Υποθέστε ότι η α-

πό κοινού Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (ΣΠΠ) για τις τ.µ. (X,Y ) δίδεται από τη σχέση

p(x, y) = c(x+ y), όπου x ∈ {1, 2}, y ∈ {1, 2, 3} και c είναι µία σταθερά.

(α) Βρείτε την τιµή της σταθεράς c.
(ϐ) Βρείτε τις περιθωριακές συναρτήσεις πιθανότητας για τις τ.µ. X και Y , pX(x)pY (y).
(γ) Είναι οι X και Y ανεξάρτητες ; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Λύση

(α) Πρέπει να ισχύει.

2∑
x=1

3∑
y=1

p(x, y) = 1

Συνεπώς

1 =
2∑

x=1

3∑
y=1

c(x+y) = c(
2∑

x=1

3∑
y=1

x+
3∑

y=1

2∑
x=1

y) = c(3
2∑

x=1

x+2
3∑

y=1

y) = c(3·3+2·6) = 21c⇒ c =
1

21

(ϐ)

pX(x) =

3∑
y=1

p(x, y) =
1

21

3∑
y=1

(x+ y) =
3x+ 6

21
, x = 1, 2

pY (y) =

2∑
x=1

p(x, y) =
1

21

2∑
x=1

(x+ y) =
3 + 2y

21
, y = 1, 2, 3

(γ) ΄Εχουµε

p(1, 1) =
1 + 1

21
=

2

21

pX(1) · pY (1) =
9

21
· 5

21
=

5

49

Αρα p(x, y) 6= pX(x) · pY (y) και έτσι οι τ.µ. X και Y δεν είναι ανεξάρτητες.
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΄Ασκηση 2. Θεωρείστε τις δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) µε από κοινού συνάρτηση πιθα-

νότητας (σ.π.) όπως ϕαίνεται στον ακόλουθο πίνακα:

Y = 1 Y = 2 Y = 3

X = 1 1
9

2
9

1
9

X = 2 0
1
9

2
9

X = 3 1
9 0

1
9

(α) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pX(x) της τ.µ. X. Υπολογίστε τη µέση τιµή της X, E[X].
(ϐ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pY (y) της τ.µ. Y . Υπολογίστε τη µέση τιµή της Y , E[Y ].
(γ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π. της τ.µ. Y , pY/A(y), δεδοµένου του γεγονότος A = {X ≤ 2}.
Ποια είναι η µέση τιµή, δεύτερη ϱοπή, και διασπορά της τ.µ. Y δεδοµένου του A, δηλαδή ποια

είναι τα E[Y/A], E[Y 2/A], και var(Y/A), αντίστοιχα ;

(δ) ΄Εστω η τ.µ. Z = g(X,Y ) = 3X + 2Y + 7. Υπολογίστε τη µέση τιµή της τ.µ. Z.

(ε) ΄Εστω η τ.µ. X̃ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. X και η τ.µ. Ỹ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. Y .

΄Εστω ότι οι τ.µ. X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες. Υπολογίστε την από κοινού σ.π. των X̃ και Ỹ .

Λύση.

(α)

pX(x) =
3∑

y=1

pX,Y (x, y), x = 1, 2, 3

Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pX(x) =


4/9, x = 1

3/9, x = 2

2/9, x = 3

0, αλλού

Εύκολα προκύπτει ότι :

E[X] =

3∑
x=1

xpX(x) = 1 · 4

9
+ 2 · 3

9
+ 3 · 2

9
=

16

9

(ϐ) Οµοίως,

pY (y) =

3∑
x=1

pX,Y (x, y), y = 1, 2, 3

Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pY (y) =


2/9, y = 1

3/9, y = 2

4/9, y = 3

0, αλλού

Εύκολα προκύπτει ότι :

E[Y ] =
3∑

y=1

ypY (y) = 1 · 2

9
+ 2 · 3

9
+ 3 · 4

9
=

20

9
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(γ) ΄Εχουµε ότι :

PY |A(y) =
P (Y = y, A)

P (A)

όπου,

P (A) = P (X ≤ 2) =

2∑
i=1

pX(x)

= pX(1) + pX(2)

=
4

9
+

3

9

=
7

9

Επίσης, ισχύει ότι :

• {Y = 1} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 1), (2, 1)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 1, A) = pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 1) = 1
9 + 0 = 1

9

• {Y = 2} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 2), (2, 2)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 2, A) = pX,Y (1, 2) + pX,Y (2, 2) = 2
9 + 1

9 = 3
9

• {Y = 3} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 3), (2, 3)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 3, A) = pX,Y (1, 3) + pX,Y (2, 3) = 1
9 + 2

9 = 3
9

΄Αρα, ϑα είναι :

pY |A(y) =


1/7, y = 1

3/7, y = 2

3/7, y = 3

0, αλλού

Επίσης, ισχύει ότι :

E[Y |A] =
3∑

y=1

y pY |A(y) = 1 · 1

7
+ 2 · 3

7
+ 3 · 3

7
=

16

7

E[Y 2|A] =
3∑

y=1

y2 pY |A(y) = 12 · 1

7
+ 22 · 3

7
+ 32 · 3

7
=

40

7

var(Y |A) = E[Y 2|A]−
(
E[Y |A]

)2
=

40

7
−
(16

7

)2
=

24

49
= 0.49
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(δ) ΄Εχουµε ότι :

E[Z] = E[3X + 2Y + 7] = 3E[X] + 2E[Y ] + 7

= 3 · 16

9
+ 2 · 20

9
+ 7

=
151

9
= 16.78

(ε) Καθώς οι X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, ϑα είναι :

pX̃,Ỹ (x, y) = pX̃ · pỸ (y), x, y = 1, 2, 3.

όπου οι pX̃(x) και pỸ (y) ακολουθούν τις εκφράσεις στα (α) και (ϐ). Οι τιµές της pX̃,Ỹ (x, y)
ϕαίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

Ỹ =1 Ỹ =2 Ỹ =3

X̃=1 8/81 12/81 16/81

X̃=2 6/81 9/81 12/81

X̃=3 4/81 6/81 8/81
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΄Ασκηση 3.

΄Εχετε στα χέρια σας ένα δίκαιο 6-εδρο Ϲάρι και ένα δίκαιο κέρµα. Ρίχνετε πρώτα το Ϲάρι και έστω

X ο αριθµός που έρχεται. Στη συνέχεια, ϱίχνετε το κέρµα X ϕορές και έστω ότι εµφανίζονται Y
κεφαλές.

(αʹ) Ποια είναι η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας pY/X(y/x); ∆ώστε την πλήρη µαθηµατική

περιγραφή της.

(ϐʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y = 3 /X = 6).

(γʹ) Ποια είναι η Συνάρτηση Πιθανότητας της τ.µ. X;

(δʹ) Υπολογίστε την από κοινού Σ.Π. pX,Y (x, y) των τ.µ. X και Y .

(εʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος να εµφανιστούν µόνο κεφαλές, δηλαδή P (X = Y ).

Λύση.

(αʹ) ∆εδοµένου ότι ϕέρνουµε X = x στη ϱίψη του 6-εδρου δίκαιου Ϲαριού, ϱίχνουµε το κέρµα x
ϕορές και το πλήθος Y των κεφαλών που εµφανίζονται ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή µε

παραµέτρους n = x και p = 1
2 :

Y/{X = x} ∼ ∆(x,
1

2
)

Συνεπώς,

PY/X(y/x) =

(
x

y

)(1

2

)y(1

2

)x−y
=

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.

(ϐʹ) P (Y = 3 /X = 6) = PY/X(y = 3 / x = 6) =

(
6

3

)(1

2

)6
=

20

64
= 0.3125.

(γʹ) Προφανώς, η X είναι διακριτή οµοιόµορφη τ.µ. στο πεδίο τιµών x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

pX(x) =

{
1
6 , x = 1, 2, 3, 4, 5, 6
0, αλλού.

(δʹ) Γνωρίζουµε ότι η δεσµευµένη Σ.Π. συχνά είναι χρήσιµη για τον υπολογισµό της από κοινού

Σ.Π. µέσω του Πολλαπλασιαστικού νόµου:

pX,Y (x, y) = pY (y · pX/Y (x/y))
= pX(x) · pY/X(y/x)

Συνεπώς, η από κοινού Σ.Π. των X και Y είναι :

pX,Y (x, y) = pX(x) · pY |X(y|x)

=
1

6

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.

(εʹ) Η πιθανότητα του γεγονότος να εµφανιστούν µόνο κεφαλές είναι

P (X = Y ) =

6∑
i=1

pX,Y (i, i) (x = i, y = i)

=
1

6

6∑
i=1

(
i

i

)(1

2

)i
=

1

6

[(1

2

)
+
(1

2

)2
+ . . .+

(1

2

)6]
= 0.164.
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΄Ασκηση 4.

Οι τ.µ. X και Y έχουν την από κοινού συνάρτηση πιθανότητας :

pX,Y (x, y) =

{ cy
x , x ∈ {1, 4, 6} και y ∈ {1, 2, 3}
0 αλλιώς.

(α) Υπολογίστε τη σταθερά c.
(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (2Y < X).
(γ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (2Y > X).
(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (2Y = X).
(ε) Υπολογίστε τις περιθωριακές ΣΠ pX(x) και pY (y).
(στ) Υπολογίστε τις µέσες τιµές E[X] και E[Y ].
(Ϲ) Υπολογίστε τις διασπορές var(X) και var(Y ).

Λύση.

(α) Από την έκφραση της από κοινού συνάρτηση πιθανότητας ϐλέπουµε ότι υπάρχουν 9 (x, y)
υποψήφια Ϲεύγη µε µη µηδενική πιθανότητα. Τα Ϲεύγη αυτά είναι τα (1, 1), (1, 2), (1, 3), (4, 1), (4, 2),
(4, 3), (6, 1), (6, 2) και (6, 3). Η πιθανότητα ενός Ϲεύγους είναι ανάλογη του κλάσµατος y/x των

συντεταγµένων του Ϲεύγους. Καθώς η πιθανότητα του δειγµατοχώρου ισούται µε 1, ισχύει :

1

1
c+

2

1
c+

3

1
c+

1

4
c+

2

4
c+

3

4
c+

1

6
c+

2

6
c+

3

6
c = 1.

Λύνοντας ως προς c, έχουµε c =
2

17
.

(ϐ) Υπάρχουν 3 σηµεία για τα οποία ισχύει 2Y < X.

P (2Y < X) = P ({(4, 1)}) + P ({(6, 1)}) + P ({(6, 2)}) =
2

17
(
1

4
+

1

6
+

2

6
) =

3

34
.

(γ) Υπάρχουν 4 σηµεία για τα οποία ισχύει 2Y > X.

P (2Y > X) = P ({(1, 1)}) + P ({(1, 2)}) + P ({(1, 3)}) + P ({(4, 3)}) =
2

17
(
1

1
+

2

1
+

3

1
+

3

4
) =

27

34
.

(δ) Υπάρχουν 2 σηµεία για τα οποία ισχύει 2Y = X.

P (2Y = X) = P ({(4, 2)}) + P ({(6, 3)}) =
2

17
(
2

4
+

3

6
) =

2

17
.

Παρατηρούµε ότι :

P (2Y < X) + P (2Y > X) + P (2Y = X) =
3

34
+

27

34
+

2

17
= 1,

όπως ϑα περιµέναµε.
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(ε) Για 2 διακριτές τυχαίες µεταβλητές X και Y µε από κοινού συνάρτηση πιθανότητας pX,Y (x, y),
έχουµε:

pX(x) =
∞∑

y=−∞
pX,Y (x, y) και pY (y) =

∞∑
y=−∞

pX,Y (x, y).

Στο συγκεκριµένο πρόβληµα ο αριθµός των πιθανών Ϲεύγων (X,Y ) είναι αρκετά µικρός, άρα µπο-

ϱούµε να προσδιορίσουµε τις περιθωριακές ΣΠ αριθµητικά. Για παράδειγµα,

pX(4) = P ({(4, 1)}) + P ({(4, 2)}) + P ({(4, 3)}) =
6

34
.

Συνολικά έχουµε:

pX(x) =


12/17, x = 1,

3/17, x = 4,

2/17, x = 6,

0, αλλού

και

pY (y) =


1/6, y = 1

1/3, y = 2,

1/2, y = 3,

0, αλλού.

(στ) Η µέση τιµή µιας τυχαίας διακριτής µεταβλητής X δίνεται από τον τύπο

E[X] =
∞∑

x=−∞
xpX(x).

Για τη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε,

E[X] = 1 · 12

17
+ 4 · 3

17
+ 6 · 2

17
=

36

17

και

E[Y ] = 1 · 1

6
+ 2 · 1

3
+ 3 · 1

2
=

7

3
.

(Ϲ) Η διασπορά µιας τυχαίας διακριτής µεταβλητής X υπολογίζεται από τον E[X2]− (E[X])2 ή από

τον E[(X − E[X])2]. Εφαρµόζοντας το δεύτερο τύπο ισχύει,

var(X) = (1− 36

17
)2 · 12

17
+ (4− 36

17
)2 · 3

17
+ (6− 36

17
)2 · 2

17
=

948

289

var(Y ) = (1− 7

3
)2 · 1

6
+ (2− 7

3
)2 · 1

3
+ (3− 7

3
)2 · 1

2
=

5

9
.
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Ασκηση 5.

Θεωρείστε τις δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) µε από κοινού συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.)
όπως ϕαίνεται στον ακόλουθο πίνακα:

y = 3 c c 2c

y = 2 2c 0 4c

y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3

(α) Υπολογίστε την τιµή της σταθεράς c.
(ϐ) Υπολογίστε την τιµή pY (2).
(γ) Θεωρείστε την τ.µ. Z = Y X2

. Υπολογίστε τη σ.π. της Z.

(δ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π. της τ.µ. X δεδοµένου του γεγονότος {Y = 2}, δηλαδή την

pX/Y (x/2). Βρείτε την E[Z/Y = 2].
(ε) Υπολογίστε την δεσµευµένη διασπορά της Y δεδοµένου του γεγονότος {X = 2}.
Λύση.

(α) Πρέπει

3∑
x=1

3∑
y=1

pxy(x, y) = 1⇒

c+ c+ 2c+ 2c+ 0 + 4c+ 3c+ c+ 6c = 1⇒
20c = 1⇒
c =

1

20

.

(ϐ)

pY (2) =
3∑

x=1

pX,Y (x, 2) = 2c+ 0 + 4c = 6c =
3

10

.

(γ) Το πεδίο τιµών της Z είναι {1, 4, 9, 2, 18, 3, 12, 27} και η συνάρτηση πιθανότητας της είναι :

z 1 2 3 4 9 12 18 27

pZ(z) 3/20 2/20 1/20 1/20 6/20 1/20 4/20 2/20
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(δ)

pX|Y (x|2) =
PX,Y (x, 2)

PY (2)
=


2c
6c = 1

3 , x = 1
4c
6c = 2

3 , x = 3
0 , αλλού

E[Z|Y = 2] = E[Y X2|Y = 2]

= E[2X2|Y = 2]

= 2E[X2|Y = 2]

= 2
3∑

x=1

x2pX|Y (x|2)

= 2

(
12 · 1

3
+ 32 · 2

3

)
=

38

3

(ε) ΄Εχουµε ότι pX(2) =
∑3

y=1 pX,Y (2, y) = c+ 0 + c = 2c = 2/10.

pY |X(y|2) =
PX,Y (2, y)

PX(2)
=


c
2c = 1

2 , y = 1
c
2c = 1

2 , y = 3
0 , αλλού

Για να υπολογίσουµε την δεσµευµένη διασπορά χρειαζόµαστε :

E[Y 2|X = 2] =
3∑

y=1

y2 · pY |X(y|2) = 12 · 1

2
+ 32 · 1

2
= 5

E[Y |X = 2] =
3∑

y=1

y · pY |X(y|2) = 1 · 1

2
+ 3 · 1

2
= 2

΄Αρα:

var(Y |X = 2) = E[Y 2|X = 2]− (E[Y |X = 2])2 = 5− 22 = 1.
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΄Ασκηση 6. ∆ύο παίκτες ϱίχνουν ένα δίκαιο τετράεδρο Ϲάρι δύο ϕορές ο καθένας. Ο παίκτης Α

κερδίζει σε ευρώ το ποσό X που ορίζεται ως το µέγιστο των δύο ϱίψεων µείον 1. Ο παίκτης Β

κερδίζει σε ευρώ το ποσό Y που ορίζεται ως το ελάχιστο των δύο ϱίψεων.

(α) Υπολογίστε την από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τ.µ. X και Y , pX,Y (x, y), καθώς και τις

περιθωριακές ΣΠ pX(x) και pY (y).

(ϐ) Υπολογίστε τις µέσες τιµές των τ.µ. X, Y και X − Y .

(γ) Υπολογίστε τις διασπορές των τ.µ. X και Y .

(δ) Υπολογίστε τη ΣΠ και τη διασπορά της τ.µ. Z = X − Y .

Λ ;υση

(α) Ορίζουµε τις 2 διαδοχικές ϱίψεις µε W,Z αντίστοιχα. Τα 16 ισοπίθανα Ϲεύγη ϕαίνονται στον

παρακάτω πίνακα (κάθε κελί περιέχει το Ϲεύγος (X,Y )).

Ζ=1 Ζ=2 Ζ=3 Ζ=4

W = 1 (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)

W = 2 (1,1) (1,2) (2,2) (3,2)

W = 3 (2,1) (2,2) (2,3) (3,3)

W = 4 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4)

Από τον πίνακα µπορούµε να ϐρούµε τις συναρτήσεις πιθανότητας για τα X,Y .

pX(k) =



1
16 , k = 0
3
16 , k = 1
5
16 , k = 2
7
16 , k = 3
0, αλλού.

pY (k) =



7
16 , k = 1
5
16 , k = 2
3
16 , k = 3
1
16 , k = 4
0, αλλού.

Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε τις µέσες τιµές αντίστοιχα,

E[X] =
1

16
· 0 +

3

16
· 1 +

5

16
· 2 +

7

16
· 3 =

17

8
,

E[Y ] =
7

16
· 1 +

5

16
· 2 +

3

16
· 3 +

1

16
· 4 =

15

8
.

Από την γραµµικότητα της µέσης τιµής έχουµε ότι :

E[X − Y ] = E[X]− E[Y ] =
1

4
.
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(ϐ) Από τις συναρτήσεις πιθανότητας στο (α) µπορούµε να υπολογίσουµε τα εξής :

E[X2] =
1

16
· 02 +

3

16
· 12 +

5

16
· 22 +

7

16
· 32 =

43

8
,

E[Y 2] =
7

16
· 12 +

5

16
· 22 +

3

16
· 32 +

1

16
· 42 =

35

8
.

΄Αρα, var(X) = E[X2]−
(
E[X]

)2
= 55

64 και var(Y ) = E[Y 2]−
(
E[Y ]

)2
= 55

64 .

Αφού οι X,Y δεν είναι ανεξάρτητες, οι διασπορά των X και Y δεν είναι κάποιος απλός

συνδιασµός των παραπάνω. Μάλιστα, αν Z = X − Y τότε η συνάρτηση πιθανότητας της Z
είναι :

pZ(k) =



4
16 , k = −1
6
16 , k = 0
4
16 , k = 1
2
16 , k = 2
0, αλλού.

Εποµένως E[Z2] = 4
16 · (−1)2 + 6

16 · 0
2 + 4

16 · 1
2 + 2

16 · 2
2 = 1, και

var(Z) = E[Z2]−
(
E[Z]

)2
= 1− (14)2 = 15

16 .


