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΄Ασκηση 1.

Το κουτί 1 περιέχει 1 άσπρη και 999 κόκκινες µπάλες. Το κουτί 2 περιέχει 1 κόκκινη και 999
άσπρες µπάλες. Μια µπάλα επιλέγεται τυχαία από ένα κουτί. Αν η µπάλα είναι κόκκινη ποια είναι
η πιθανότητα να προέρχεται από το κουτί 1;

Λύση.

΄Εστω τα ενδεχόµενα:

B1: µπάλες στο κουτί 1
B2: µπάλες στο κουτί 2
Κ: κόκκινες µπάλες

Από υπόθεση έχουµε:

P (B1) = P (B2) = 0.5
P (K|B1) = 0.999
P (K|B2) = 0.001

Από νόµο του Bayes έχουµε:

P (B1|K) =
P (K|B1)P (B1)

P (K)

=
P (K|B1)P (B1)

P (K|B1)P (B1) + P (K|B2)P (B2)

=
0.999

0.999 + 0.001
= 0.999

΄Ασκηση 2.

Ρίχνουµε ανεξάρτητα δύο δίκαια εξάεδρα Ϲάρια. Ορίζουµε τα γεγονότα :
A = {Το πρώτο Ϲάρι ϕέρνει : 1, 2, ή 3}, B = {Το δεύτερο Ϲάρι ϕέρνει : 2, 3, ή 6}, και
C = {Το άθροισµα των δύο ϱίψεων = 9}.

(α) ∆είξτε ότι P (A ∩B ∩ C) = P (A)P (B)P (C);
(ϐ) Είναι τα A, B, και C ανεξάρτητα ;
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Λύση.

(α) Επειδή τα Ϲάρια είναι δίκαια και τα πειράµατα εκτελούνται ανεξάρτητα, η πιθανότητα να προ-
κύψει οποιοδήποτε Ϲευγάρι είναι 1/36, και

P (A) = 1/2, P (B) = 1/2, P (C) = 1/9

καθώς A ∩B ∩ C = {(3, 6)}, P (A ∩B ∩ C) = 1/36 = P (A)P (B)P (C).
(ϐ) Ισχύει :

A ∩B = {Πρώτο και δεύτερο Ϲάρι = 2 ή 3} = {(2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)}

Συνεπώς:
P (A ∩B) = 1/9 6= 1/4 = P (A)P (B)

άρα τα A, B, και C δεν είναι ανεξάρτητα !

΄Ασκηση 3.

Η Σοφία περνά µπροστά από ένα κουτί που περιέχει δύο ειδών σοκολάτες : ΙΟΝ γάλακτος και ΙΟΝ
αµυγδάλου. Στο κουτί υπάρχουν τρεις ϕορές περισσότερες ΙΟΝ γάλακτος από ΙΟΝ αµυγδάλου. Η
Σοφία επιλέγει µία σοκολάτα στην τύχη. Αν επιλέξει µία ΙΟΝ γάλακτος, την τρώει µε πιθανότητα
1/5. Αν επιλέξει µία ΙΟΝ αµυγδάλου, την τρώει µε πιθανότητα 2/5.

(α) Με ποια πιθανότητα η Σοφία τρώει τη σοκολάτα που επέλεξε ;

(ϐ) ∆εδοµένου ότι η Σοφία έφαγε τη σοκολάτα, ποια είναι η πιθανότητα ότι αυτή ήταν µία ΙΟΝ
αµυγδάλου ;

Λύση.

Ορίζουµε τα γεγονότα :

B = {Η Σοφία τρώει τη σοκολάτα}
A = {Η σοκολάτα είναι ΙΟΝ γάλακτος}
Ac = {Η σοκολάτα είναι ΙΟΝ αµυγδάλου}

Από την εκφώνηση έχουµε ότι P (A) =
3

4
, P (Ac) =

1

4
, P (B|A) =

1

5
, P (B|Ac) =

2

5

(α) Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας :

P (B) = P (A) · P (B|A) + P (Ac) · P (B|Ac) =
3

4
· 1
5
+

1

4
· 2
5
=

1

4
= 0.25

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Bayes:

P (Ac|B) =
P (Ac) · P (B|Ac)

P (B)
=

1

4
·
2

5
1

4

=
2

5
= 0.4

΄Ασκηση 4.

΄Ενα τετράεδρο έχει τις 4 πλευρές του ϐαµµένες ως εξής :
Μία πλευρά είναι ϐαµµένη όλη κόκκινη, µία είναι µπλε, µία µαύρη και η τελευταία είναι ϐαµµένη
κόκκινη, µπλε και µαύρη. Ρίχνουµε το τετράεδρο και η πιθανότητα µία οποιαδήποτε πλευρά του
να ακουµπάει στο πάτωµα είναι ίση µε 1

4 . Ορίζουµε τα εξής γεγονότα :
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R ={Η πλευρά που ακουµπάει στο πάτωµα περιέχει το κόκκινο χρώµα}
B = {Η πλευρά που ακουµπάει στο πάτωµα περιέχει το µαύρο χρώµα}
BL = {Η πλευρά που ακουµπάει στο πάτωµα περιέχει το µπλε χρώµα}

(α) Υπολογίστε τις πιθανότητες των γεγονότων R, B και BL.
(ϐ) Είναι τα γεγονότα R ,B και BL ανά δύο ανεξάρτητα ;
(γ) Είναι τα γεγονότα R ,B και BL ανεξάρτητα ;

Λύση.

(α) Προφανώς, P (R) = P (B) = P (BL) = 2
4 = 1

2 , καθώς 2 στις 4 πλευρές του τετράεδρου περιέχουν
κόκκινο, µπλε ή µαύρο χρώµα.

(ϐ) Σαφώς, P (BL∩R) = 1
4 , P (B ∩BL) = 1

4 , P (B ∩R) = 1
4 , διότι µόνο η τέταρτη πλευρά περιέχει

ταυτόχρονα 2 χρώµατα. Καθώς:

P (BL ∩R) =
1

4
=

1

2
· 1
2
= P (BL)P (R)

P (BL ∩B) =
1

4
=

1

2
· 1
2
= P (BL)P (B)

P (B ∩R) =
1

4
=

1

2
· 1
2
= P (B)P (R)

τα γεγονότα R,BL,B είναι ανεξάρτητα ανά δύο.

(γ)

P (BL ∩R ∩B) =
1

4
6= 1

2
· 1
2
· 1
2
= P (BL)P (R)P (B)

Συνεπώς, τα γεγονότα R,BL,B ∆ΕΝ είναι ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 5.

Μία ασφαλιστική εταιρία κατατάσσει τους ανθρώπους σε τρεις κατηγορίες ανάλογα µε την επικινδυ-
νότητα τους στην οδήγηση: Κατηγορία µικρού, µέτριου και µεγάλου ϱίσκου. Τα αρχεία της εταιρίας
δείχνουν ότι οι πιθανότητες πελάτες µικρού, µέτριου και µεγάλου ϱίσκου να έχουν ατύχηµα κατά
τη διάρκεια ενός έτους είναι 0.05, 0.15 και 0.30, αντίστοιχα. Αν το 20% του πληθυσµού αποτελείται
από άτοµα µικρού ϱίσκου, το 50% αποτελείται από άτοµα µέτριου ϱίσκου και το υπόλοιπο 30%
αποτελείται από άτοµα µεγάλου ϱίσκου, ποιο ποσοστό του πληθυσµού έχει ατύχηµα κατά τη διάρ-
κεια ενός έτους· Αν κάποιος ασφαλισµένος δεν είχε κανένα ατύχηµα το 2012, ποια η πιθανότητα
ότι είναι άτοµο

(α) µικρού ϱίσκου ;
(ϐ) µέτριου ϱίσκου ;
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Λύση. ΄Εστω G το γεγονός κάποιος να είναι καλός οδηγός, M να είναι µέτριος και B κακός. Αν Α το
γεγονός κάποιος να είχε ατύχηµα, τότε

P (A) = P (A|G)P (G) + P (A|M)P (M) + P (A|B)P (B)

= (0.05) ∗ (0.2) + (0.15)(0.5) + (0.3)(0.3) = 0.175

(α)

P (G|Ac) =
P (Ac|G)P (G)

P (Ac)
=

0.95 ∗ 0.2
0.825

= 0.23.

(ϐ)

P (M |Ac) =
P (Ac|M)P (M)

P (Ac)
=

0.85 ∗ 0.5
0.825

= 0.51.


