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΄Ασκηση 1.
΄Εστω Α,Β, 2 γεγονότα. Χρησιµοποιήστε τα αξιώµατα των πιθανοτήτων για να αποδείξετε τα παρα-

κάτω:

(α) P (A ∩B) ≥ P (A) + P (B)− 1
(ϐ) ∆είξτε ότι η πιθανότητα µόνο ένα από τα γεγονόταν Α,Β, να συµβεί είναι ίση µε P (A) + P (B)−
2 · P (A ∩B)

Λύση
(α) Γνωρίζουµε ότι :

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) ⇔
P (A ∩B) = P (A) + P (B)− P (A ∪B)

΄Οµως ισχύει ότι :

A ∪B ⊆ Ω⇔ P (A ∪B) ≤ P (Ω) ⇔
P (A) + P (B)− P (A ∩B) ≤ 1 ⇔
P (A) + P (B)− 1 ≤ P (A ∩B) ⇔
P (A ∩B) ≥ P (A) + P (B)− 1

(ϐ) Το ενδεχόµενο να πραγµατοποιείται µόνο ένα από τα Α και Β είναι : (Ac ∩B) ∪ (A ∩Bc)
Εποµένως, η αντίστοιχη πιθανότητα γίνεται :

P [Α ή Β αλλά όχι και τα 2] = P (Ac ∩B) + P (A ∩Bc)

΄Οµως γνωρίζουµε ότι το ενδεχοµένο Β µπορεί να γραφεί ως :

B = (Ac ∩B) ∪ (A ∩B)

Επίσης, ισχύει ότι : (Ac ∩B) ∩ (A ∩B) = ∅ Οπότε , µέσω του αξιώµατος της πρόσθεσης έχουµε:

P (B) = P (Ac ∩B) + P (A ∩B) ⇔
P (Ac ∩B) = P (B)− P (A ∩B)

Συµµετρικά έχουµε:

P (Bc ∩A) = P (A)− P (A ∩B)
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Εποµένως, η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P [Α ή Β αλλά όχι και τα 2] = P (Ac ∩B) + P (A ∩Bc)

= P (B)− P (A ∩B) + P (A)− P (A ∩B)

= P (A) + P (B)− 2 · P (A ∩B)

΄Ασκηση 2.
Υπολογίστε την πιθανότητα: P [A ∪ (Bc ∪ Cc)c] σε κάθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις :

(α) Τα ενδεχόµενα Α,Β,C είναι ξένα µεταξύ τους, και ισχύει : P (A) = 3/7
(ϐ) P (A) = 1/2, P (B ∩ C) = 1/3, P (A ∩ C) = 0
(γ) P [Ac ∩ (Bc ∪ Cc)] = 0.65

Λύση

(α) Εφόσον τα A,B,C είναι ξένα µεταξύ τους ισχύει :

P (B ∩ C) = 0, P (A ∩B) = 0, P (A ∩ C) = 0, P (A ∩B ∩ C) = 0
Από τους τύπους De Morgan επίσης έχουµε: (Bc ∪ Cc)c = B ∩ C.

Εποµένως, η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P [A ∪ (Bc ∪ Cc)c] = P [A ∪ (B ∩ C)] = P (A) + P (B ∩ C)− P (A ∩ (B ∩ C)) = 3/7

(ϐ) Από τους τύπους De Morgan έχουµε: (Bc ∪ Cc)c = B ∩ C.

Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P [A ∪ (Bc ∪ Cc)c] = P [A ∪ (B ∩ C)] = P (A) + P (B ∩ C)− P [A ∩ (B ∩ C)] =
1

2
+

1

3
=

5

6

(γ) ∆ίνεται ότι : P [Ac ∩ (Bc ∪ Cc)] = 0.65
Από τους τύπους De Morgan έχουµε: [Ac ∩ (Bc ∪ Cc)]c = A ∪ (Bc ∪ Cc)c.
΄Οµως ισχύει ότι :

P [A ∪ (Bc ∪ Cc)c] = 1− P [Ac ∩ (Bc ∪ Cc)] = 1− 0.65 = 0.35

΄Ασκηση 3.
Από τους µαθητές µια τάξης, 60% είναι διάνοιες, 70% είναι ΑΕΚ, ενώ 25% δεν ανήκουν σε καµία

κατηγορία. Ποια είναι η πιθανότητα ότι ένας τυχαίος επιλεγµένος µαθητής είναι διάνοια ή ΑΕΚ

αλλά όχι και τα δύο·

Λύση
Θεωρούµε τα ενδεχόµενα:

G : ¨Ο µαθητής είναι διάνοια¨

C : ¨Ο µαθητής είναι ΑΕΚ¨, µε αντίστοιχες πιθανότητες P (G) = 0.6, P (C) = 0.7 και P (Gc ∩Cc) =
0.25.

Εποµένως, ψάχνουµε την πιθανότητα: P [(G ∩ Cc) ∪ (C ∩Gc)].
Η πιθανότητα ένας τυχαία επιλεγµένος µαθητής να είναι ΑΕΚ ή διάνοια είναι :

P (G ∪ C) = P (G) + P (C)− P (G ∩ C) = 1− P [Gc ∩ Cc]⇔
0.6 + 0.7− P (G ∩ C) = 1− P [Gc ∩ Cc]⇔

P (G ∩ C) = 0.6 + 0.7 + 0.25− 1⇔ P (G ∩ C) = 0.55
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΄Οµως, η πιθανότητα πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου G µπορεί να εκφρασθεί ως :

P (G) = P (G ∩ C) + P (G ∩ Cc) (1)

Εποµένως, έχουµε:

P (G ∩ Cc) = P (G)− P (G ∩ C) = 0.6− 0.55 = 0.05

Συµµετρικά, για το ενδεχόµενο C έχουµε:

P (C ∩Gc) = P (C)− P (G ∩ C) = 0.7− 0.55 = 0.25

Εποµένως, η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P [(G ∩ Cc) ∪ (C ∩Gc)] = P ((G ∩ Cc)) + P ((C ∩Gc))− P [(G ∩ Cc)) ∩ (C ∩Gc)]

= 0.05 + 0.15 = 0.2

Η πιθανότητα: P [(G ∩ Cc)) ∩ (C ∩ Gc)] = 0, καθώς τα ενδεχόµενα (G ∩ Cc)) και (C ∩ Gc) είναι

ξένα µεταξύ τους .

΄Ασκηση 4.
Μια κότα ϑέλει να διασχίσει το δρόµο, αλλά ϕοβάται ότι ϑα την πατήσουν αυτοκίνητα. Ρίχνει ένα

δίκαιο κέρµα για να αποφασίσει. Αν ϕέρει γράµµατα, δε διασχίζει το δρόµο, ενώ αν ϕέρει κεφαλή,

ϱίχνει άλλες δύο ϕορές ώστε να αποφασίσει. Αν οι επόµενες δύο ϱίψεις ϕέρουν κεφαλή, διασχίζει,

διαφορετικά παραµένει ακίνητη.

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι η κότα δε διασχίζει το δρόµο.

(ϐ) ∆εδοµένου ότι η κότα δε διασχίζει το δρόµο, ποια είναι η πιθανότητα ότι στη πρώτη ϱίψη έφερε

γράµµατα;
(γ) ∆εδοµένου ότι δε διασχίζει το δρόµο, ποια είναι η πιθανότητα ότι στη πρώτη ϱίψη έφερε κεφαλή;

Λύση
Για i = {1, 2, 3} ορίζουµε τα γεγονότα :

Hi: Στην i−οστή ϱίψη ϕέρνει κεφαλή.

Ti: Στην i−οστή ϱίψη ϕέρνει γράµµατα.

D: ∆ε διασχίζει το δρόµο.

(α) Η πιθανότητα του να µη διασχίσει το δρόµο γίνεται :

P (D) = P [(H1 ·H2 ·H3)
c] = 1− P (H1 ·H2 ·H3) = 1− P (H1) · P (H2) · P (H3) = 1− (

1

2
)3 =

7

8
,

Η σχέση P (H1 · H2 · H3) = P (H1) · P (H2) · P (H3), ισχύει λόγω ανεξαρτήσιας των γεγονότων

H1, H2, H3.

(ϐ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (T1/D) =
P (T1 ∩D)

P (D)
=

P (T1)

P (D)
=

1/2

7/8
=

4

7

(γ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (H1/D) = 1− P (Hc
1/D) = 1− P (T1/D) = 1− 4

7
=

3

7
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΄Ασκηση 5.
΄Εστω ο αριθµήσιµα άπειρος δειγµατικός χώρος Ω = {1, 2, 3, · · · } µε αντίστοιχες πιθανότητες απλών

ενδεχοµένων: P (n) = 2−n, n = 1, 2, · · · .

(α) Να αποδειχθεί ότι αυτός ο νόµος των πιθανοτήτων ικανοποιεί το δεύτερο αξίωµα: P (Ω) = 1

(ϐ) Να υπολογισθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων:

(i) A = {2, 3, 4}

(ii) B = {1, 3, 5, · · · }

(iii) C = {2, 4, 6, · · · }

Λύση

(α) ΄Εχουµε ότι :

P (Ω) =
∞∑
i=1

P ({i}) =
1

2

∞∑
i=0

2−i =
1

2

∞∑
i=0

1

2i
=

1

2
· 1

1− 1/2
=

1

2
· 2 = 1

(ϐ)
(i) Θεωρούµε το ενδεχόµενο : A = {2, 3, 4}
Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (A) = P ({2, 3, 4}) = P ({2}) + P ({3}) + P ({4}) =
1

22
+

1

23
+

1

24
=

7

16

(ii) Θεωρούµε το ενδεχόµενο : B = {1, 3, 5, · · · }
Η πιθανότητα του ενδεχοµένου Β γίνεται :

P (B) = P ({1, 3, 5, · · · }) =
∞∑
i=0

P ({2i + 1}) =
∞∑
i=0

(1

2

)(2i+1)
=

1

2

∞∑
i=0

(1

4

)i
=

1

2
· 1

1− 1/4
=

2

3

(iii) Θεωρούµε το ενδεχόµενο : C = {2, 4, 6, · · · }
Η πιθανότητα του ενδεχοµένου C γίνεται :

P (C) = P ({2, 4, 6, · · · }) = 1− P (B) = 1− P ({1, 3, 5, · · · }) = 1− 2

3
=

1

3


