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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Η τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X έχει την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής
(α.σ.κ.) FX(x) που ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση της α.σ.κ. της τ.µ. X του ϑέµατος 1.

(α) ∆ώστε την αναλυτική έκφραση για την α.σ.κ., FX(x), της τ.µ. X.
(ϐ) Υπολογίστε τις πιθανότητες P (0.5 < X < 1) και P (0.5 < X ≤ 1).
(γ) Υπολογίστε τις πιθανότητες P (1 < X < 2) και P (1 ≤ X < 2).
(δ) Υπολογίστε την αναλυτική έκφραση και δώστε την γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνό-
τητας πιθανότητας (σ.π.π.) της τ.µ. X.
(ε) Υπολογίστε την µέση τιµή, E[X], και την διασπορά, var(X), της τ.µ. X.

Θέµα 2 - 20 µονάδες. ΄Ενας ενισχυτής έχει κέρδοςA = gR όπου g, η διαγωγιµότητα (transconductance),
είναι µία ϑετική σταθερά, και R, η αντίσταση ϕορτίου (load resistance) είναι συνεχής τ.µ. οµοιό-
µορφα κατανεµηµένη στο διάστηµα τιµών [9 11].

(α) Υπολογίστε την µέση τιµή, µA = E[A], και την διασπορά, σ2A = var(A), του κέρδους του ενι-
σχυτή συναρτήσει της σταθεράς g.
(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα το κέρδος, A, του ενισχυτή να απέχει από τη µέση τιµή του, µA,
περισσότερες από 2 ϕορές την τυπική του απόκλιση, σA, δηλαδή, P (|A− µA| > 2σA).
(γ) Υπολογίστε την ελάχιστη τιµή της σταθεράς g ώστε τουλάχιστον το 80% των ενισχυτών να έχει
τιµή κέρδους µεγαλύτερη από 10.

Θέµα 3 - 20 µονάδες. Οι συνεχείς τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) X και Y έχουν την ακόλουθη από
κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.):

fX,Y (x, y) =


c για 1 ≤ x ≤ 2, 2 ≤ y ≤ 3,
c για 2 ≤ x ≤ 3, 2 ≤ y ≤ 5− x,
0 αλλιώς.

(α) ∆ώστε τη γραφική παράσταση του πεδίου τιµών και της από κοινού σ.π.π. των τ.µ. X και Y .
Υπολογίστε την σταθερά c.
(ϐ) Βρείτε τις περιθωριακές σ.π.π. fX(x) και fY (y) των τ.µ. X και Y , αντίστοιχα.
(γ) Βρείτε την δεσµευµένη σ.π.π. fX|Y (x|y).
(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y ≤ 2X).
(ε) Υπολογίστε την πιθανότητα P ((X − 1.5)2 + (Y − 2.5)2 ≥ 0.52).
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Θέµα 4 - 20 µονάδες. ΄Εστω δύο Γκαουσιανές τ.µ. X και Y µε τις εξής παραµέτρους : E[X] = 1,
E[Y ] = 3,var(X) = 4, var(Y ) = 1, ρX,Y = 0.2.

(α) Βρείτε τη µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. Z = 2X + 3Y − 1.

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Z2 − 2Z ≤ 0) εκφράζοντας την απάντησή σας ϐάσει τιµών της
αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της τυπικής Γκαουσιανής.

(γ) ΄Εστω W = X + αY . Υπολογίστε την τιµή της σταθεράς α ώστε οι τ.µ. W και X να είναι
ασυσχέτιστες.

Θέµα 5 - 20 µονάδες. Θεωρείστε ένα κύλινδρο µε ύψος H και ακτίνα R, όπου H και R είναι δύο
ανεξάρτητες και όµοια κατανεµηµένες τ.µ. που ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα
[0 1]: H ∼ U [0 1] και R ∼ U [0 1]. Ο όγκος του κυλίνδρου είναι προφανώς V = πHR2.

(α) Υπολογίστε το µέσο όγκο, E[V ], του κυλίνδρου.

(ϐ) Ποια η πιθανότητα ο όγκος του κυλίνδρου να είναι µεγαλύτερος από π
27 δεδοµένου ότι το ύψος

του είναι ίσο µε 1
3 ;

(γ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FV (v), του όγκου V . Ποια η πιθανότητα
P (V ≤ π/2);

(δ) Υπολογίστε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, fV (v).


