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΄Ασκηση 1.

Θεωρούµε τα ενδεχόµενα:
Α = Το αποτέλεσµα της εξέτασης είναι αρνητικό.
Θ = Το αποτέλεσµα της εξέτασης είναι ϑετικό.
Β = ΄Ενα τυχαίο άτοµο του πληθυσµού πάσχει από την ασθένεια.

Οι αντίστοιχες πιθανότητες των απλών ενδεχοµένων είναι :

P (B) = 1
1000 = 0.001 , P (A|B) = 0.01 , P (Θ|BC) = 0.02

P (BC) = 999
1000 = 0.999 , P (Θ|B) = 0.99 , P (A|BC) = 0.98

(α) Από το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας η πιθανότητα το τεστ να ϐγει ϑετικό είναι :

P (Θ) = P (Θ|B)P (B) + P (Θ|BC)P (BC) = 0.99 · 0.001 + 0.02 · 0.999 = 0.02097
(ϐ) Από το νόµο του Bayes, αν το αποτέλεσµα είναι ϑετικό, η πιθανότητα να πάσχει το άτοµο από
την ασθένεια γίνεται :

P (B|Θ) =
P (B)P (Θ/B)

P (B)P (Θ/B) + P (BC)P (Θ/BC)
=

P (Θ|B)P (B)

P (B)
=

0.99 · 0.001

0.0297
≈ 0.047

΄Ασκηση 2.

(α) ΄Εστω Α το ενδεχόµενο το κέρµα του Κώστα να ϕέρει κεφαλή και Β το ενδεχόµενο να ϕέρει
γράµµατα. ΄Εστω επίσης On το ενδεχόµενο η n-στή ϱίψη να ϕέρει µπλε. Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα
ολικής πιθανότητας :

P (On) = P (On|A)P (A) + P (On|B)P (B) = (4/6) · (1/2) + (1/2) · (1/2) = 7/12.

(ϐ) Κάνοντας ξανά χρήση του ϑεωρήµατος ολικής πιθανότητας :

P (On ∩On+1) =
1

2
P ((On ∩On+1)|A) +

1

2
P ((On ∩On+1)|B)

=
1

2

((
4

6

)2

+

(
1

2

)2
)

=
25

72
.
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(γ) ΄Εστω Fn το ενδεχόµενο και οι n πρώτες ϱίψεις να ϕέρουν µπλε.

P (On+1|Fn) =
P (On+1 ∩ Fn)

P (Fn)
=

P (Fn+1)

P (Fn)

=
(1/2)P (Fn+1|A) + (1/2)P (Fn+1|B)

(1/2)P (Fn|A) + (1/2)P (Fn|B)

=
(4/6)n+1 + (1/2)n+1

(4/6)n + (1/2)n
.

Για µεγάλα n, το (4/6)n γίνεται πολύ µεγαλύτερο από το (1/2)n, εποµένως το P (On+1|Fn) προσεγ-
γίζει το (4/6)n+1

(4/6)n = 4/6. Αυτό το αποτέλεσµα είναι λογικό : όσο περισσότερες ϕορές εµφανίζεται το
µπλε, τόσο πιο πιθανό είναι ότι έχει επιλεγεί το Ϲάρι Α (το οποίο µε πιθανότητα 4/6 ϕέρνει µπλε).

(δ) Ζητάµε την πιθανότητα P (A |Fn ) καθώς το n → ∞. Με εφαρµογή του κανόνα του Bayes
έχουµε:

P (A |Fn ) =
P (Fn|A)P (A)

P (Fn)
=

P (Fn|A)P (A)

P (Fn|A)P (A) + P (Fn|B)P (B)

=
(4/6)n(1/2)

(4/6)n(1/2) + (1/2)n(1/2)
=

1

1 + (3/4)n

Καθώς το n τείνει στο άπειρο, ο όρος (3/4)n στον παρονοµαστή τείνει στο 0 και το κλάσµα τείνει στη
µονάδα: Αν συνέχεια εµφανίζεται µπλε, είναι εξαιρετικά πιθανό να έχει επιλεγεί το Ϲάρι Α που έχει
περισσότερες µπλε πλευρές από το Ϲάρι Β.

΄Ασκηση 3.

Γνωρίζουµε ότι για να είναι δύο γεγονότα ανεξάρτητα πρέπει να ισχύει ότι :

P (A ∩B) = P (A)P (B)

Κάνοντας λοιπόν χρήση του ϑεωρήµατος ολικής πιθανότητας για την τοµή των Α,Β:

P (A ∩B) =

N∑
i=1

P (A ∩B|Ci)P (Ci) (1)

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι τα Α,Β είναι ανεξάρτητα για δεδοµένο Ci η (1) γίνεται :

P (A ∩B) =
N∑
i=1

P (A|Ci)P (B|Ci)P (Ci) (2)

Χρησιµοποιώντας και το άλλο γεγονός που λέει ότι το Β είναι ανεξάρτητο από τα Ci η (2) γίνεται :

P (A ∩B) =
N∑
i=1

P (A|Ci)P (B)P (Ci) = P (B)
N∑
i=1

P (A|Ci)P (Ci) (3)

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας στην σχέση (3), αυτή τη ϕορά για το ενδεχόµενο Α,
καταλήγουµε τελικά στο ότι :

P (A ∩B) = P (A)P (B)

που ήταν και αυτό που ϑέλαµε να δείξουµε.
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΄Ασκηση 4.

Το πλήθος των αποτελεσµάτων που µπορεί να ϕέρει ένα Ϲευγάρι παικτών είναι n2, όσα τα διατεταγ-
µένα Ϲεύγη {(i, j); i, j = 1, . . . , n}, και είναι όλα ισοπίθανα καθώς το Ϲάρι είναι αµερόληπτο. Από
αυτά, n το πλήθος Ϲεύγη έχουν το ίδιο αποτέλεσµα i = j. Εποµένως :

P (A12) = P (A13) = P (A23) =
n

n2
=

1

n
.

Με παρόµοιο συλλογισµό, έχουµε ότι :

P (A12 ∩A13) = P (όλοι οι παίχτες ϕέρνουν την ίδια πλευρά) =
n

n3
=

1

n2
.

και συνεπώς έχουµε ότι

P (A12 ∩A13) = P (A12) · P (A13).

Εποµένως τα A12 και A13 είναι ανά Ϲεύγη ανεξάρτητα. Οµοίως και τα (A12, A23) και (A13, A23).
Ωστόσο τα A12, A13 και A23 δεν είναι ανεξάρτητα. Εάν συµβούν τα A12 και A13, δηλαδή οι παίκτες 1
και 2 ϕέρουν το ίδιο αποτέλεσµα και οι παίκτες 1 και 3 ϕέρουν το ίδιο αποτέσµα, τότε και οι παίκτες
2 και 3 ϕέρνουν το ίδιο αποτέσµα, δηλαδή συµβαίνει και το A23: P (A23|A12 ∩A13) = 1 6= P (A23).

΄Ασκηση 5.

Θεωρούµε τα ενδεχόµενα:
Α = Επιλέγουµε ένα ϕακελάκι µε σπόρους για 20 τριανταφυλλιές που κάνουν λευκά τριαντάφυλλα
και 10 τριανταφυλλιές που κάνουν κόκκινα τριαντάφυλλα.
Β = Επιλέγουµε ένα ϕακελάκι µε σπόρους για 25 τριανταφυλλιές που κάνουν λευκά τριαντάφυλλα
και 5 τριανταφυλλιές που κάνουν κόκκινα τριαντάφυλλα.

Οι πιθανότητες που παίρνουµε για αυτά τα απλά ενδεχόµενα είναι :

P (A) = 0.75, αφού τα 3
4 από τα ϕακελάκια που είναι στο κουτί ανήκουν στο ενδεχόµενο Α.

P (B) = 0.25, αφού το 1
4 από τα ϕακελάκια που είναι στο κουτί ανήκουν στο ενδεχόµενο Β.

(α) ΄Εστω το ενδεχόµενο Λ = {η τριανταφυλλιά έχει λευκά τριαντάφυλλα}. Η πιθανότητα P (Λ) είναι
ίση µε το να ϐρούµε σπόρο για λευκά τριαντάφυλλα δεδοµένου ότι διαλέξαµε ένα τα ϕακελάκια του
Α, ή να ϐρούµε σπόρο για λευκά τριαντάφυλλα δεδοµένου ότι διαλέξαµε από τα ϕακελάκια του Β,
άρα:

P (Λ) = P (Λ ∩B) ∪ P (Λ ∩A) (1)

Οι δύο πιθανότητες είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους οπότε η (1) γίνεται :

P (Λ) = P (Λ ∩B) + P (Λ ∩A) (2)

Χρησιµοποιώντας πολλαπλασιαστικό νόµο έχω:

P (Λ) = P (Λ|B)P (B) + P (Λ|A)P (A) (3)

Στην περίπτωση που ισχύει τελικά το ενδεχόµενο Α, η πιθανότητα να επιλέξαµε σπόρο για λευκά
τριαντάφυλλα είναι P (Λ|A) = 20

30 ≈ 0.83 , ενώ στην περίπτωση που ισχύει το ενδεχόµενο Β, η
πιθανότητα είναι P (Λ|B) = 25

30 ≈ 0.66 .
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΄Αρα η σχέση (3) γίνεται :

P (Λ) = 0.83 · 0.25 + 0.66 · 0.75 ≈ 0.71

(ϐ) ΄Εστω το ενδεχόµενο Κ = {η τριανταφυλλιά έχει κόκκινα τριαντάφυλλα}. Η πιθανότητα P (K)
είναι ίση µε το να ϐρούµε σπόρο για κόκκινα τριαντάφυλλα δεδοµένου ότι διαλέξαµε ένα τα ϕα-
κελάκια του Α, ή να ϐρούµε σπόρο για κόκκινα τριαντάφυλλα δεδοµένου ότι διαλέξαµε από τα
ϕακελάκια του Β. Παρόµοια µε το (α) λοιπόν :

P (K) = P (K ∩B) ∪ P (K ∩A)

= P (K ∩B) + P (K ∩A)

= P (K|B)P (B) + P (K|A)P (A)

= 0.17 · 0.25 + 0.33 · 0.75 ≈ 0.29

(γ) Ζητάµε την πιθανότητα P (B|K). Από νόµο του Bayes έχουµε ότι :

P (B|K) =
P (K|B)P (B)

P (K)

=
0.0425

0.29
≈ 0.15

΄Ασκηση 6.

΄Εστω A0 το ενδεχόµενο ότι διαβάζω το bit 0, έστω A1 το ενδεχόµενο ότι διαβάζω το bit 1, έστω B0

το ενδεχόµενο ότι το bit που διαβάζω είναι πράγµατι 0 και έστω B1 το ενδεχόµενο ότι το bit που
διαβάζω είναι πράγµατι 1. Οπότε, ισχύουν οι εξής πιθανότητες : P (B0|A0) = 0.9, P (B1|A1) = 0.85,
P (B1|A0) = 1− P (B0|A0) = 1− 0.9 = 0.1, P (B0) = P (B1) = 1/2.
Θέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα P (B1|A1). Από τον νόµο του Bayes ϑα ισχύει :

P (B1|A1) =
P (B1)P (A1|B1)

P (B1)P (A1|B1) + P (B0)P (A1|B0)

=
1
2 · 0.85

1
2 · 0.85 + 1

2 · 0.1
∼= 0.895

΄Ασκηση 7.

Θεωρούµε τα ενδεχόµενα:
Κ = Το αυτοκίνητο είναι κόκκινο.
Β = Το αυτοκίνητο είναι µπλε.

Οι πιθανότητες που παίρνουµε για αυτά τα απλά ενδεχόµενα είναι :
P (K) = 0.4, αφού το 40% των κατοίκων έχει κόκκινα αυτοκίνητα.
P (B) = 0.6, αφού τα 60% των κατοίκων έχει µπλε αυτοκίνητα.
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Αφού ο µάρτυρας µπορεί να διακρίνει σωστά το αυτοκίνητο το 75% των ϕορών µπορούµε να ορί-
σουµε τα παρακάτω ενδεχόµενα:

MB = Ο µάρτυρας είδε µπλε αυτοκίνητο.
MR = Ο µάρτυρας είδε κόκκινο αυτοκίνητο.

Και οι αντίστοιχες πιθανότητες είναι :

P (MR|K) = 0.75
P (MR|B) = 0.25
P (MB|K) = 0.25
P (MB|B) = 0.75

Εφόσον ο µάρτυρας ισχυρίζεται ότι είδε κόκκινο αυτοκίνητο, η πιθανότητα το αυτοκίνητο να είναι
όντως κόκκινο δίνεται από τον νόµο του Bayes και είναι ίση µε :

P (K|MR) =
P (MR|K)P (K)

P (MR)

=
P (MR|K)P (K)

P (MR|K)P (K) + P (MR|B)P (B)

=
0.75 · 0.4

(0.75 · 0.4) + (0.25 · 0.6)

≈ 0.7

Η πιθανότητα το αυτοκίνητο να είναι µπλε ενώ ο µάρτυρας είδε κόκκινο είναι ίση µε :
P (B|MR) = 1− P (K|MR) = 1− 0.7 = 0.3

΄Αρα το αυτοκίνητο κατά πάσα πιθανότητα ήταν κόκκινο.


