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΄Ασκηση 1.

Παρατηρούµε ότι οι ηµέρες των γενεθλίων του συνόλου των k ατόµων µπορούν να παρασταθούν από

µία διάταξη (i1, i2, ..., ik) του συνόλου των 365 ηµερών {1, 2, ..., 365} ανά k µε επανάληψη, όπου ir
είναι η ηµέρα γέννησης του r ατόµου.

Ο δειγµατικός χώρος Ω, ο οποίος περιλαµβάνει τις διατάξεις αυτές, έχει N(Ω) = (365)k ισο-

πίθανα δειγµατικά σηµεία, καθώς κάθε άτοµο µπορεί να έχει γενέθλια οποιαδήποτε από τις 365

µέρες του χρόνου (αγννούµε την πιθανότητα κάποιος να έχει γενέθλια στις 29 Φεβρουαρίου).

΄Εστω Α το ενδεχόµενο όπως δύο τουλάχιστο από τα k άτοµα έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα. Το

συµπληρωµατικό του ενδεχοµένου Α είναι το ενδεχόµενο A′ όπως τα k άτοµα έχουν διαφορετικές

ηµέρες γενεθλίων. Παρατηρούµε ότι η πιθανότητα P (A′) υπολογίζεται πιο εύκολα από την πιθανό-

τητα P (A). Συγκεκριµένα, το ενδεχόµενο A′ περιλαµβάνει τις διατάξεις (i1, i2, ..., ik) του συνόλου

των 365 ηµερών {1, 2, ..., 365} ανά k (χωρίς επανάληψη), και έτσιN(A′) = (365)(364)(363)...(365−
n+ 1). Ως εκ τούτου, συνάγουµε την πιθανότητα:

P (A′) =
N(A′)

N(Ω)
=

(365)(364)(363)...(365− n+ 1)

(365)k

Με ϐάση τα παραπάνω, συµπεραίνουµε ότι η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι :

P (A) = 1− P (A′) = 1− (365)(364)(363)...(365− n+ 1)

(365)k

΄Ασκηση 2.

(α) Επιλέγοντας 5 ϕοιτητές από 100, εφ΄ όσον δε µας ενδιαφέρει η σειρά επιλογής, για να συγκρο-

τήσουµε µια πενταµελή οµάδα εργασίας υπάρχουν:

C(100, 5) =

(
100

5

)
=

100!

5!(100− 5)!
=

100× 99× 98× 97× 96× 95!

5!95!
= 75.287.520

δυνατές πεντάδες που µπορούµε να επιλέξουµε.

(ϐ) Ορίζουµε τον δειγµατικό χώρο Ω ως το σύνολο όλων των δυνατών µη-διατεταγµένων επιλογών 5

ατόµων από 100 (εφόσον σε αυτό το πρόβληµα δε µας απασχολεί η σειρά µε την οποία επιλέγονται).

΄Οπως είδαµε στο α) ερώτηµα, N(Ω) = C(100, 5) = 75.287.520. Ορίζουµε το ενδεχόµενο :

Α={όλες οι πενταµελείς οµάδες εργασίας που αποτελούνται από 2 αγόρια και 3 κορίτσια}
Θα υπολογίσουµε το πλήθος των στοιχείων του συνόλου Α ως εξής :
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Παρατηρούµε ότι το πείραµα µπορεί να χωριστεί σε 2 µέρη: την επιλογή των αγοριών και αυτή των

κοριτσιών. Από τα 40 αγόρια µπορούµε να επιλέξουµε 2 µε C(40, 2) =
(
40
2

)
τρόπους, και αντίστοιχα

από τα 60 κορίτσια µπορούµε να επιλέξουµε 3 µε C(60, 3) =
(
60
3

)
τρόπους. ΄Αρα, ο συνδυασµός

αυτών των δύο επιλογών ϐάσει της Πολλαπλασιαστικής Αρχής έχει

N(A) =

(
40

2

)(
60

3

)
=

40!60!

2!38!3!57!
=

40× 39× 60× 59× 58

2× 3× 2
= 26.691.600

δυνατά αποτελέσµατα.

(γ) Ακολουθώντας παρόµοια συλλογιστική µε πρίν, ορίζουµε το ενδεχόµενο :

Β={όλες οι πενταµελείς οµάδες εργασίας που αποτελούνται από 4 αγόρια και 1 κορίτσι}
Θα υπολογίσουµε το πλήθος των στοιχείων του συνόλου Β ως εξής :

Παρατηρούµε ότι ξανά το πείραµα µπορεί να χωριστεί σε 2 µέρη: την επιλογή των αγοριών και

αυτή των κοριτσιών. Από τα 40 αγόρια µπορούµε να επιλέξουµε 4 µε C(40, 4) =
(
40
4

)
τρόπους,

και αντίστοιχα από τα 60 κορίτσια µπορούµε να επιλέξουµε 1 µε C(60, 1) =
(
60
1

)
τρόπους. ΄Αρα, ο

συνδυασµός αυτών των δύο επιλογών ϐάσει της Πολλαπλασιαστικής Αρχής έχει

N(A) =

(
40

4

)(
60

1

)
=

40!60!

4!36!1!59!
= ... = 5.483.400

δυνατά αποτελέσµατα.

(δ) Ακολουθώντας παρόµοια συλλογιστική όπως και στα προηγούµενα ερωτήµατα τις άσκησης,

ορίζουµε το ενδεχόµενο :

Γ={όλες οι πενταµελείς οµάδες εργασίας που αποτελούνται µόνο από αγόρια}
Θα υπολογίσουµε το πλήθος των στοιχείων του συνόλου Γ ως εξής :

Από τα 40 αγόρια µπορούµε να επιλέξουµε 5 µε C(40, 5) =
(
40
5

)
τρόπους. Παρατηρείστε ότι

πλέον δεν χρειάζεται να εφαρµόσουµε την Πολλαπλασιαστική Αρχή όπως πριν, καθώς το πλήθος

των τρόπων να µην επιλέξουµε κανένα κορίτσι από τα 60 για την πενταµελή οµάδα εργασίας είναι

C(60, 0) =
(
60
0

)
= 60!

0!60! = 1 Ως εκ τούτου

N(Γ) =

(
40

5

)
=

40!

5!35!
= ... = 658.008

Αφού η επιλογή ϑεωρούµε ότι γίνεται ¨εντελώς τυχαία¨, η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι :

P (Γ) =
N(Γ)

N(Ω)
=

658.008

75.287.520
= ... = 0.0087.

΄Ασκηση 3.

Το πλήθος των δυνατών περιπτώσεων είναι n2k+1
, γιατί σε κάθε µετάδοση της ϕηµολογίας αυτός

που τη µεταδίδει έχει n επιλογές. ∆ηλαδή, όλα τα άτοµα του αντίθετου ϕύλλου. Σχετικά µε τις

ευνοϊκές περιπτώσεις, εφαρµόζουµε την Πολλαπλασιαστική Αρχή. Η ϕηµολογία ϑα µεταδοθεί από

k + 1 άνδρες και k γυναίκες. Ο πρώτος άνδρας A1 = a1 έχει k επιλογές, η γυναίκα η οποία αυτός

επιλέγει (έστω Γ1) έχει k − 1 επιλογές (δεν µπορεί να επιλέξει τον A1), ο άνδρας που επιλέγει η Γ1
(έστω A2) έχει οµοίως k − 1 επιλογές. Η k γυναίκα σε αυτή την αλυσίδα έχει n− k επιλογές, και ο

k − 1 άνδρας έχει n− k επιλογές (αφού k γυναίκες έχουν µεταδώσει τη ϕηµολογία). Ως εκ τούτου,

η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι :

P =
n× (n− 1)× (n− 1)× (n− 2)× (n− 2)× ...× (n− k)× (n− k)

n2k+1
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΄Ασκηση 4.

(α) Για τη λέξη ¨ΟΛΥΜΠΙΑΚΟΣ¨, παρατηρούµε ότι το γράµµα ¨Ο¨ εµφανίζεται 2 ϕορές, ενώ όλα τα

υπόλοιπα γράµµατα από 1 ϕορά. Θα υπήρχαν 10! µεταθέσεις αν το γράµµα ¨Ο¨ ήταν διακριτό.

Εφόσον όµως κάτι τέτοιο δεν ισχύει, πρέπει να διαιρέσουµε µε 2! = 2, αφού για το γράµµα ¨Ο¨

δεν µας αφορά η διάταξη. Ως εκ τούτου, προκύπτει πως υπάρχουν
10!
2! = 3628800

2 = 1.814.400
αναγραµµατισµοί.

(ϐ) Για τη λέξη ¨ΠΡΩΤΑΘΛΗΤΗΣ¨, παρατηρούµε ότι τα γράµµατα ¨Η¨ και ¨Τ¨ εµφανίζονται 2 ϕορές,

ενώ όλα τα υπόλοιπα γράµµατα από 1 ϕορά όπως και πριν. Θα υπήρχαν 11! µεταθέσεις αν όλα τα

γράµµατα εµφανίζονταν από 1 ϕορά. Εφόσον όµως κάτι τέτοιο δεν ισχύει, πρέπει να διαιρέσουµε

µε 2!×2! = 4, και τελικά προκύπτει πως υπάρχουν
11!

2!×2! = 39916800
4 = 9.979.200 αναγραµµατισµοί.

(γ) Για τη λέξη ¨ΚΥΠΕΛΛΟΥΧΟΣ¨, παρατηρούµε ότι τα γράµµατα ¨ Υ¨, ¨Λ¨ και ¨Ο¨ εµφανίζονται 2

ϕορές, ενώ τα υπόλοιπα γράµµατα από 1 ϕορά. Θα υπήρχαν 11! µεταθέσεις αν όλα τα γράµµατα

εµφανίζονταν από 1 ϕορά. Εφόσον όµως κάτι τέτοιο δεν ισχύει, πρέπει να διαιρέσουµε µε 2!× 2!×
2! = 8, και τελικά προκύπτει πως υπάρχουν

11!
2!×2!×2! = 39916800

8 = 4.989.600 αναγραµµατισµοί.

΄Ασκηση 5.

(α) Ο αριθµόςX των εµφανίσεων της όψης ¨Γράµµατα¨ είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή, εφόσον

το σύνολο τιµών της RX = {0, 1, 2} είναι διακριτό (απαριθµητό).

Η συνάρτηση πιθανότητας µάζας υπολογίζεται καταµετρώντας τον αριθµό των ¨ευνοϊκών¨ περιπτώ-

σεων για κάθε ενδεχόµενο (τιµή της Τ.Μ. Χ) προς τον αριθµό όλων των πιθανών περιπτώσεων - αφού

υποθέτουµε ότι οι 2 ϱίψεις του νοµίσµατος είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Εκτελώντας λοιπόν τους

σχετικούς υπολογισµούς, έχουµε:

f(0) = P (X = 0) = P [(κ, κ)] = 1
4

f(1) = P (X = 1) = P [(γ, κ), (κ, γ)] = 1
2

f(2) = P (X = 2) = P [(γ, γ)] = 1
4

Στην ουσία, πρόκειται περί µίας ¨πολύκλαδης¨ συνάρτησης της µορφής:

pX(x) =


1/4 x = 0

1/2 x = 1

1/4 x = 2

0 αλλού.

Παρατηρείστε ότι η συνάρτηση πιθανότητας µάζας ικανοποιεί τη Συνθήκη Κανονικοποίησης, καθώς

ισχύει : ∑2
x=0 pX(x) = f(0) + f(1) + f(2) = 1

4 + 1
2 + 1

4 = 1

Η γραφική της παράσταση ϕαίνεται στο ακόλουθο σχήµα:

0 1

1/2

x

pppppp
x
(x)

2

1/41/4
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(ϐ)Ο δειγµατοχώρος του πειράµατος αποτελείται από 9 ισοπίθανα Ϲευγάρια (i, j) µε i, j = 1, 2, 3. Για
κάθε τιµή της Τ.Μ. Χ (0,±1,±2), υπολογίζουµε το πλήθος των αποτελεσµάτων που δίνουν διαφορά

που ισούται µε τη αντίστοιχη τιµή της Τ.Μ. Χ. Για παράδειγµα, το γεγονός {X = 0} προκύπτει όταν
έρθουν οι 3 διπλές (1, 1), (2, 2), και (3, 3). Ακολουθώντας παρόµοια συλλογσιτική µε παραπάνω,

καταµετρούµε τον αριθµό των ¨ευνοϊκών¨ περιπτώσεων για κάθε ενδεχόµενο (τιµή της Τ.Μ. Χ) προς

εκείνον των συνολικών πιθανών περιπτώσεων. Εύκολα προκύπτει τότε ότι η Ϲητούµενη συνάρτηση

πιθανότητας µάζας ϑα έχει την ακόλουθη µορφή:

pX(x) =


1/9 x = −2, 2

2/9 x = −1, 1

3/9 x = 0

0 αλλού.

Παρατηρείστε ότι και πάλι η συνάρτηση πιθανότητας µάζας ικανοποιεί τη Συνθήκη Κανονικοποίη-

σης, καθώς ισχύει : ∑2
x=−2 pX(x) = 1

9 + 2
9 + 3

9 + 2
9 + +1

9 = 1

Η γραφική της παράσταση ϕαίνεται στο ακόλουθο σχήµα:

-1 0

pppppp
x
(x)

1

2/92/9

2

1/91/9

-2 x

3/9

΄Ασκηση 6.

Αν ϑεωρήσουµε ως επιτυχία την εκποµπή του σήµατος 0 και ως αποτυχία την εκποµπή του σήµατος

1, τότε έχουµε το µοντέλο n = 10 ανεξάρτητων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p = 1
5 .

Εποµένως, η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί τη ∆ιωνυµική Κατανοµή, µε συνάρτηση πιθανότητας

µάζας :

f(x) = pX(x) =
(
10
x

)
(15)x(45)10−x, x = 0, 1, 2, ..., 10.

΄Ασκηση 7.

΄Εστω η Τ.Μ. X η οποία απεικονίζει τον αριθµό των εµφανίσεων της όψης ¨κορώνα¨ σε 10 ϱίψεις

του µη-αµερόληπτου νοµίσµατος. Από την εκφώνηση της άσκησης καταλαβαίνουµε ότι η Τ.Μ. X
ακολουθεί ∆ιωνυµική Κατανοµή µε n = 10 δοκιµές και x = 4, 5 ¨επιτυχίες¨ αντίστοιχα. Ως εκ

τούτου, η συνάρτηση πιθανότητας µάζας της Τ.Μ. X ϑα έχει την εξής µορφή:

f(x) = pX(x) =
(
10
x

)
(p)x(1− p)10−x, x = 0, 1, 2, ..., 10.

Την παράµετρο p η οποία αντιστοιχεί στην πιθανότητα ¨επιτυχίας¨ ϑα την προσδιορίσουµε από

τα δεδοµένα της άσκησης ως εξής :

P (X = 4) =
(
10
4

)
(p)4(1− p)6 = 10!

4!6!(p)
4(1− p)6 (1)

P (X = 5) =
(
10
5

)
(p)5(1− p)5 = 10!

5!5!(p)
5(1− p)5 (2)
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΄Οµως, από την εκφώνηση της άσκησης έχουµε:

P (X = 5) = 2P (X = 4) (3)

Η σχέση (3) έχει ως µόνη άγνωστη παράµετρο την πιθανότητα ¨επιτυχίας¨ p. Αντικαθιστώντας σε

αυτήν τις σχέσεις (1) και (2), και ακολούθως επιλύοντας ως προς p, προκύπτει p = 5
8 >

1
2 (ϑυµηθείτε

ότι το νόµισµα είναι µη-αµερόληπτο).

΄Εχοντας υπολογίσει την πιθανότητα ¨επιτυχίας¨ p, ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή Y η οποία α-

πεικονίζει πλέον τον αριθµό των εµφανίσεων της όψης ¨κορώνα¨ σε 5 ϱίψεις του µη-αµερόληπτου

νοµίσµατος. Η συνάρτηση πιθανότητας µάζας της Τ.Μ. Y (κατ΄ αναλογία µε πριν) ακολουθεί ∆ιωνυ-

µική Κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας µάζας :

f(y) = pY (y) =
(
5
y

)
(58)y(38)5−y, y = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι η P (Y >= 1), η οποία µπορεί να υπολογιστεί εύκολα ως εξής :

P (Y >= 1) = 1− P (Y < 1) = 1− P (Y = 0) = 1−
(
5
0

)
(58)0(38)5 = 1− (38)5 = 1− 0.074 = 0.9926.

΄Ασκηση 8.

∆ιαβάζοντας προσεκτικά τα δεδοµένα, παρατηρούµε ότι το πείραµα που επαναλαµβάνεται εδώ είναι

η ϐολή. Η πιθανότητα επιτυχίας µιας ϐολής (γεγονός A) είναι ίση µε p = 0.6, ενώ η πιθανότητα

αποτυχίας (γεγονός A′) είναι ίση µε q = 1 − p = 1 − 0.4 = 0.4. Φυσικά, το αποτέλεσµα κάθε ϐο-

λής είναι ανεξάρτητο από τα αποτελέσµατα των υπολοίπων. ΄Ετσι έχουµε ανεξάρτητες επαναλήψεις

δοκιµών Bernoulli µε p = 0.6. Ο αριθµός των επαναλήψεων είναι n = 4. Ως εκ τούτου, έχουµε

∆ιωνυµική Κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας µάζας :

f(x) = pX(x) =
(
4
x

)
(0.6)x(0.4)4−x, x = 0, 1, 2, 3, 4.

(α) Ονοµάζουµε γεγονός Β=¨Σε 4 ϐολές,ο σκοπευτής έχει 3 επιτυχίες¨. Τότε, εφαρµόζοντας τον τύπο

της ∆ιωνυµικής Κατανοµής, η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι :

P (B) =
(
4
3

)
(0.6)3(0.4)1 = ... = 0.3456

(ϐ) Ακολουθώντας το ίδιο σκεπτικό µε πριν, ονοµάζουµε γεγονός Γ=¨Σε 4 ϐολές,ο σκοπευτής δεν έχει

καµία επιτυχία¨. Τότε, εφαρµόζοντας τον τύπο της ∆ιωνυµικής Κατανοµής, η Ϲητούµενη πιθανότητα

ϑα είναι :

P (Γ) =
(
4
3

)
(0.6)0(0.4)4 = ... = 0.0256

(γ) ∆ουλεύοντας όπως πριν, ονοµάζουµε γεγονός ∆=¨Σε 4 ϐολές,ο σκοπευτής έχει τουλάχιστον 1

επιτυχία¨. Παρατηρούµε ότι το γεγονός ∆ πραγµτοποιείται όταν ο σκοπευτής έχει 1 ή 2 ή 3 ή 4

επιτυχίες. ΄Αρα, το συµπληρωµατικό του γεγονός είναι το ∆΄=¨Σε 4 ϐολές,ο σκοπευτής δεν έχει καµία

επιτυχία¨. ∆ηλαδή, το γεγονός Γ που χρησιµοποιήσαµε στο προηγούµενο ερώτηµα της άσκησης.

Τότε, εφόσον τα δύο γεγονότα είναι συµπληρωµατικά, η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι :

P (∆) = 1− P (Γ) = 1− 0.0256 = 0.9744
(δ) Κατ΄ αναλογία µε τα προηγούµενα ερωτήµατα της άσκησης, ονοµάζουµε γεγονός Ε=¨Σε 4 ϐολές,ο

σκοπευτής έχει 1 επιτυχία¨. Τότε, εφαρµόζοντας τον τύπο της ∆ιωνυµικής Κατανοµής, η Ϲητούµενη

πιθανότητα ϑα είναι :

P (E) =
(
4
1

)
(0.6)1(0.4)3 = ... = 0.1536


