
Πανεπιστήµιο Κρήτης - Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών
ΗΥ-217 - Θεωρία Πιθανοτήτων

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης
Λύσεις Προόδου- 14 Νοεµβρίου 2015

Θέµα 1 - (10 µονάδες)

(αʹ) Προφανώς, P (R) = P (B) = P (G) = 2
4 = 1

2 , καθώς 2 στις 4 πλευρές του τετράεδρου περιέχουν
κόκκινο, µπλε ή πράσινο χρώµα.

(ϐʹ) Σαφώς, P (R ∩ G) = P (G ∩ B) = P (B ∩ R) = 1
4 , καθώς µόνο η τέταρτη πλευρά περιέχει

ταυτόχρονα 2 χρώµατα. Καθώς,

P (R ∩G) =
1

4
=

1

2
· 1

2
= P (R) · P (G)

P (G ∩B) =
1

4
=

1

2
· 1

2
= P (G) · P (B)

P (B ∩R) =
1

4
=

1

2
· 1

2
= P (B) · P (R)

τα γεγονότα R,B,G είναι ανεξάρτητα ανά δύο.

(γʹ) P (R ∩B ∩G) = 1
4 6=

1
2 ·

1
2 ·

1
2 = P (R) · P (G) · P (G).

Συνεπώς, τα γεγονότα R,B,G δεν είναι ανεξάρτητα.

Θέµα 2 - (20 µονάδες)
Ορίζουµε τα γεγονότα :

C = {Μια γυναίκα ηλικίας 30-39 έχει καρκίνο του µαστού }

M = {Η εξέταση µαστογραφίας είναι ϑετική}

Σύµφωνα µε την εκφώνηση,

P (C) = 0.008, P (M/C) = 0.9

P (M/Cc) = 0.07

(αʹ) Ζητάµε την πιθανότητα του γεγονότος M . Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας :

P (M) = P (C) · P (M/C) + P (Cc) · P (M/Cc)

= 0.008× 0.9 + 0.992× 0.07 = 0.0766 ' 7.7%

(ϐʹ) Εφαρµόζοντας τον κανόνα του Bayes,

P (C/M) =
P (C) · P (M/C)

P (M)
=

0.008× 0.9

0.0766
= 0.094 = 94%

(γʹ) (i) Από τον πληθυσµό των 1000 γυναικών περιµένουµε ότι οι 1000×P (C) = 1000×0.008 = 8
έχουν καρκίνο.

(ii) Η πιθανότητα σωστής ανίχνευσης είναι

Pd = P (C ∩M) = P (C) · P (M/C) = 0.008× 0.9 = 0.0072

Εποµένως, από το συνολικό πληθυσµό των 1000 γυναικών, οι 1000×Pd = 1000×0.0072 =
7.2 διαγιγνώσκονται σωστά ότι έχουν καρκίνο του µαστού.
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(iii) Η πιθανότητα λάθος συναγερµού είναι :

PFA = P (Cc ∩M) = P (Cc) · P (M/Cc) = 0.992× 0.07 = 0.0694

Συνεπώς, από το συνολικό πληθυσµό των 1000 γυναικών, οι 1000×PFA = 1000×0.0694 =
69.4 λάθος διαγιγνώσκονται να έχουν καρκίνο ενώ δεν έχουν. Οι γυναίκες αυτές ϑα πρέπει
να κάνουν επιπλέον εξετάσεις (µε κόστος και κόπο) πριν διαπιστωθεί ότι τελικά δε έχουν
καρκίνο.

Θέµα 3 - (25 µονάδες)

(αʹ) Ω = {(i, j) : i = 1, 2, . . . , 6 και j = 1, 2, . . . , 6}, P (i, j) = 1
36

Γραφικά, στο Σχήµα 1 παρακάτω:

Σχήµα 1: Γραφική αναπαράσταση του δειγµατικού χώρου Ω

(ϐʹ) • {Y = 0} = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}
∴ pY (0) = P (Y = 0) = 6

36 = 3
18

• {Y = 1} = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 6), (6, 5), (5, 4), (4, 3), (3, 2), (2, 1)}
∴ pY (1) = P (Y = 1) = 10

36 = 5
18

• {Y = 2} = {(1, 3), (2, 4), (3, 5), (4, 6), (6, 4), (5, 3), (4, 2), (3, 1)}
∴ pY (2) = P (Y = 2) = 8

36 = 4
18

• {Y = 3} = {(1, 4), (2, 5), (3, 6), (6, 3), (5, 2), (4, 1)}
∴ pY (3) = P (Y = 3) = 6

36 = 3
18

• {Y = 4} = {(1, 5), (2, 6), (6, 2), (5, 1)}
∴ pY (4) = P (Y = 4) = 4

36 = 2
18

• {Y = 5} = {(1, 6), (6, 1)}
∴ pY (5) = P (Y = 5) = 2

36 = 1
18

Συνεπώς,

pY (k) =



3
18 , k = 0
5
18 , k = 1
4
18 , k = 2
3
18 , k = 3
2
18 , k = 4
1
18 , k = 5
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Και η σχετική γραφική παράσταση στο Σχήµα 2 παρακάτω:

k

1,1   1,2   1,3   1,4   1,5   1,6

2,1   2,2   2,3   2,4   2,5   2,6

3,1   3,2   3,3   3,4   3,5   3,6

4,1   4,2   4,3   4,4   4,5   4,6

5,1   5,2   5,3   5,4   5,5   5,6

6,1   6,2   6,3   6,4   6,5   6,6

Y=0   Y=1  Y=2  Y=3 Y=4 Y=5

0    1     2     3     4    5 

5/18

4/18

3/18

2/18

1/18

3/18

Y
p (k)

Σχήµα 2: Η ανάλυση της τ.µ. Υ και η γραφική παράσταση της Σ.Π. της.

(γʹ) ΄Εχουµε:

E[Y ] =

5∑
k=0

k pY (k) = 0× 3

18
+ 1× 5

18
+ 2× 4

18
+ 3× 3

18
+ 4× 2

18
+ 5× 1

18
=

35

18

E[Y 2] =
5∑

k=0

k2 pY (k) = 02 × 3

18
+ 12 × 5

18
+ 22 × 4

18
+ 32 × 3

18
+ 42 × 2

18
+ 52 × 1

18

=
105

18
= 5.833

∴ var(Y ) = E[Y 2]− (E[Y ])2 =
105

18
−
(

35

18

)2

= 2.052

(δʹ) (i) Για Y = {0, 1, 2, 3, 4, 5} έχουµε τις εξής τιµές της Z = {−20,−10, 0, 10, 20, 30}.
΄Αρα:

pZ(k) =



3
18 , k = −20
5
18 , k = −10
4
18 , k = 0
3
18 , k = 10
2
18 , k = 20
1
18 , k = 30

(ii) P (Z > 0) = pZ(10) + pZ(20) + pZ(30) = 3
18 + 2

18 + 1
18 = 6

18 = 0.333

(iii) Ισχύει :

E[Z] = E[10Y − 20] = 10E[Y ]− 20 = 10× 35

18
− 20 = −0.556

var(Z) = var(10Y − 20) = 100 var(Y ) = 100× 2.052 = 205.2

Φαίνεται ότι µάλλον δε µας συµφέρει και πολύ αυτό το παιχνίδι.
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Θέµα 4 - (20 µονάδες)

(αʹ) (i) Προφανώς,

pX(k) =

{
1
50 , k = 10000
49
50 , k = 0

(ii) ΄Εχουµε:

E[X] = 0× 49

50
+ 10000× 1

50
= 200$

E[X2] = 02 × 49

50
+ 100002 × 1

50
= 2× 106

σX =
√
var(X) =

√
E[X2]− µ2X =

√
2× 106 − 2002 = 1400$

(ϐʹ) (i) Προφανώς, Y = 100(X1+X2+ . . .+X100) = 100Z όπουXi ∼ Bernoulli(p = 1
50). Καθώς

οι Xi είναι ανεξάρτητες τ.µ., έχουµε ότι Z ∼ ∆(n = 100, p = 1
50). Εποµένως, το κέρδος

Y = 100Z παίρνει τιµές 0, 100, 200, . . . , 9.900, 10.000 µε πιθανότητες που αντιστοιχούν σε
αυτές της διωνυµικής κατανοµής µε παραµέτρους n = 100 και p = 1/50:

pY (k) =

(
100

k/100

)(
1

50

)k/100(49

50

)100−k/100
; k = 0, 100, 200, 300, . . . , 10.000

(ii) Ισχύει :

E[Y ] = E[100Z] = 100E[Z] = 100 · n · p = 100× 100× 1

50
= 200$

σY =
√
var(100Z) =

√
1002 · var(Z) =

√
1002 · n · p · (1− p)

=

√
1002 × 100× 1

50
× 49

50
= 140

Βλέπουµε ότι µε τη δεύτερη στρατηγική, το µέσο κέρδος παραµένει το ίδιο (= 200$), αλλά
η τυπική απόκλιση είναι 10 ϕορές πιο µικρή !

Θέµα 5 - (25 µονάδες)

(αʹ)

Y

3−

OO

1/8
•

1/16
•

1/32
•

1/64
•

1/128
•

1/256
• · · ·

2−
1/4
•

1/8
•

1/16
•

1/32
•

1/64
•

1/128
• · · ·

1−
1/8
•

1/16
•

1/32
•

1/64
•

1/128
•

1/256
• · · ·

|
1

|
2

|
3

|
4

|
5

|
6

// X
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Είναι :

• 0 < pX,Y (x, y) < 1, ∀(x, y)

• και

+∞∑
x=1

3∑
y=1

pX,Y (x, y) =
+∞∑
x=1

1
4

(
1
2

)x
+

+∞∑
x=1

1
2

(
1
2

)x
+

+∞∑
x=1

1
4

(
1
2

)x
=

1

4

1/2

1− 1/2
+

1

2

1/2

1− 1/2
+

1

4

1/2

1− 1/2

=
1

4
· 1 +

1

2
· 1 +

1

4
· 1 = 1

Συνεπώς, η pX,Y (x, y) είναι µια έγκυρη συνάρτηση πιθανότητας.

(ϐʹ) Ισχύουν τα εξής :

pX (x) =

3∑
y=1

pX,Y (x, y) =
1

4

(
1

2

)x

+
1

2

(
1

2

)x

+
1

4

(
1

2

)x

=

(
1

2

)x

, x = 1, 2, 3, . . .

pY (y) =
+∞∑
x=1

pX,Y (x, y) =


+∞∑
x=1

1
4

(
1
2

)x
, y = 1, 3

+∞∑
x=1

1
2

(
1
2

)x
, y = 2

⇒ pY (y) =

{
1
4

1/2
1−1/2 , y = 1, 3

1
2

1/2
1−1/2 , y = 2

=

{
1/4, y = 1, 3

1/2, y = 2

Βλέπουµε ότι : pX,Y (x, y) = pX (x) · pY (y) και συνεπώς οι τ.µ. X,Y είναι ανεξάρτητες.

(γʹ) Η γεωµετρική κατανοµή έχει συνάρτηση πιθανότητας :

pX (k) = (1− p)k−1 · p, k = 1, 2, 3, . . .

΄Αρα, είναι προφανές ότι η τ.µ. X του προβλήµατος είναι γεωµετρική µε παράµετρο p = 1/2.
Εποµένως, E[X] = 1

p = 2, var (X) = 1−p
p2

= 1−1/2
1/4 = 2.

(δʹ) Χρειάζεται πρώτα να υπολογίσουµε τις E[Y ], E[Y 2], E[Y 4].΄Εχουµε:

E[Y ] = 1 · 1

4
+ 3 · 1

4
+ 2 · 1

2
= 2

E[Y 2] = 12 · 1

4
+ 32 · 1

4
+ 22 · 1

2
=

9

2

E[Y 4] = 14 · 1

4
+ 34 · 1

4
+ 24 · 1

2
=

57

2

Εν τέλει ϑα έχουµε:

E[Z] = E[4X − Y 2] = 4E[X]− E[Y 2] = 4× 2− 9

2
=

7

2
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και

var(Z) = var(4X − Y 2) = var(4X) + var(Y 2) (Χ,Υ ανεξάρτητες)
= 16 · var(X) + var(Y 2)

= 16 · var(X) + E[Y 4]− E2[Y 2]

= 16 · 2 +
57

2
− 81

4
=

161

4

(εʹ) ΄Εχουµε:

pZ|X (z|X = 1) = P ({Z = z}|{X = 1}) = P
(
{4X − Y 2 = z}|{X = 1}

)
= P

(
{4− Y 2 = z}

)
=

{
1/4, z = 3,−5

1/2, z = 0

αφού η τ.µ. Y παίρνει τις τιµές 1, 3, 2 µε πιθανότητες 1
4 ,

1
4 ,

1
2 αντίστοιχα.


