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Θέµα 1 - 10 µονάδες. ΄Ενα τετράεδρο έχει τις 4 πλευρές του ϐαµµένες όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1:
µία είναι ϐαµµένη όλη κόκκινη, µία είναι µπλε, µία πράσινη και µία ϐαµµένη κόκκινη, µπλε και
πράσινη. Ρίχνουµε το τετράεδρο και η πιθανότητα µία οποιαδήποτε πλευρά του να ακουµπάει στο
πάτωµα είναι ίση µε 1

4 . Ορίζουµε τα εξής γεγονότα :

R = {Η πλευρά που ακουµπάει στο πάτωµα περιέχει το κόκκινο χρώµα}
B = {Η πλευρά που ακουµπάει στο πάτωµα περιέχει το µπλε χρώµα}
G = {Η πλευρά που ακουµπάει στο πάτωµα περιέχει το πράσινο χρώµα}
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Σχήµα 1: Οι 4 πλευρές του τετράεδρου του πρώτου ϑέµατος.

(α) Υπολογίστε τις πιθανότητες των γεγονότων R, B και G.
(ϐ) Είναι τα γεγονότα R, B και G ανά δύο ανεξάρτητα ;
(γ) Είναι τα γεγονότα R, B και G ανεξάρτητα ;

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Η σηµασία ενός ϑετικού τεστ. (Με ϐάση το ϐιβλίο Calculated Risks του
G. Gigerenzer, Simon & Schuster, 2002 και ένα άρθρο του S. Strogatz στους NYT, 15 Απρ. 2010.)

Γυναίκες ηλικίας µεταξύ 30 και 39 ετών παρουσιάζουν καρκίνο του µαστού µε σχετικά χαµηλή
πιθανότητα. Το ποσοστό εκτιµάται ίσο µε 0.8%. Η µαστογραφία που κάνει µία γυναίκα η οποία
έχει καρκίνο στο µαστό είναι ϑετική µε πιθανότητα 90%. Από την άλλη, η µαστογραφία που κάνει
µία γυναίκα η οποία δεν έχει καρκίνο στο µαστό είναι ϑετική µε πιθανότητα 7%.

(α) Ποια είναι η πιθανότητα η µαστογραφία µιας τυχαία επιλεγµένης γυναίκας ηλικίας 30-39, να
είναι ϑετική ;

(ϐ) Ποια είναι η δεσµευµένη πιθανότητα η γυναίκα να έχει καρκίνο δεδοµένου ότι η µαστογραφία
ϐγήκε ϑετική ;

(γ) ΄Εστω ένας πληθυσµός 1000 γυναικών ηλικίας 30-39 οι οποίες κάνουν την εξέταση.
(γ-i) Πόσες από αυτές έχουν καρκίνο στο µαστό ;
(γ-ii) Υπολογίστε την πιθανότητα σωστής ανίχνευσης (probability of detection, Pd), δηλαδή την πι-
ϑανότητα µια γυναίκα να έχει καρκίνο και το τεστ να είναι ϑετικό. Για πόσες από τις 1000 γυναίκες
η εξέταση (µαστογραφία) ϑα ϐρει σωστά ότι όντως έχουν καρκίνο ;
(γ-iii) Υπολογίστε την πιθανότητα λάθος ανίχνευσης (probability of false alarm, PFA), δηλαδή την
πιθανότητα µια γυναίκα να µην έχει καρκίνο και το τεστ να είναι ϑετικό. Για πόσες από τις 1000
γυναίκες η εξέταση ϑα δείξει λανθασµένα ότι έχουν καρκίνο ;

Με ϐάση το αποτέλεσµα σχολιάστε το γεγονός ότι στην ιατρική κοινότητα υπάρχει διχογνωµία σχετι-
κά µε το κατά πόσο γυναίκες αυτής της ηλικιακής οµάδας πρέπει να υποβάλλονται σε µαστογραφία.
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Θέµα 3 - 25 µονάδες. ∆ύο ϕίλοι ϱίχνουν ο καθένας από ένα δίκαιο εξάεδρο Ϲάρι. Ορίζουµε την
τ.µ. X1 ως το αποτέλεσµα της Ϲαριάς του πρώτου και την τ.µ. X2 ως το αποτέλεσµα της Ϲαριάς του
δεύτερου. ΄Εστω επίσης η τ.µ. Y = |X1 −X2|, η απόλυτη τιµή της διαφοράς των δύο ϱίψεων.

(α) Περιγράψτε το δειγµατοχώρο Ω αυτού του πειράµατος τύχης αναλυτικά (µέσω µίας µαθηµατικής
έκφρασης) αλλά και γραφικά.

(ϐ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) της τ.µ. Y και δώστε την γραφική παράστασή της.

(γ) Υπολογίστε τη µέση τιµή, E[Y ], και τη διασπορά, var(Y ), της τ.µ. Y .

(δ) ΄Εστω η νέα τ.µ. Z = 10Y − 20, το κέρδος που µοιράζονται οι δύο παίκτες σε κάθε γύρο παι-
χνιδιού. (i) Υπολογίστε τη σ.π. της τ.µ. Z. (ii) Με ποια πιθανότητα κερδίζουν οι παίκτες σε κάποιο
γύρο ; (iii) Υπολογίστε το αναµενόµενο κέρδος, E[Z], και τη διασπορά του, var(Z). Συµφέρει αυτό
το παιχνίδι ;

Θέµα 4 - 20 µονάδες. Ο µικρός αδερφός σας είναι ένας περιπετειώδης τύπος που όµως δεν έχει
πάρει ακόµα το µάθηµα των πιθανοτήτων. Ακούει ότι στο Las Vegas προσφέρουν ιδιαίτερα επικερ-
δή λαχεία : Κάθε λαχείο κερδίζει µε πιθανότητα p = 1

50 και µπορεί να αγοραστεί για οποιοδήποτε
ποσό C δολαρίων επιθυµεί να επενδύσει ο παίκτης. Αν το λαχείο κληρωθεί, ο παίκτης λαµβάνει
X = 100C δολάρια. Αν το λαχείο δεν κληρωθεί, ο παίκτης λαµβάνει X = 0 δολάρια.

(α) Ο αδελφός σας αποφασίζει να ποντάρει όλες τις οικονοµίες του, 100 δολάρια, σε ένα λαχείο.
΄Εστω X το ποσό που λαµβάνει µετά την κλήρωση.
(α-i) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης πιθανότητας της τ.µ. X.
(α-ii) Υπολογίστε τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση της X.

(ϐ) ΄Εχοντας πάρει το ΗΥ-217, συµβουλεύετε τον µικρό να ακολουθήσει µία καλύτερη στρατηγική:
Να αγοράσει µε τα λεφτά του 100 λαχεία για 1 δολάριο το καθένα. ΄Εστω Y το ποσό που ϑα λάβει
µετά την κλήρωση ο αδελφός σας ακολουθώντας αυτή τη στρατηγική.
(ϐ-i) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της σ.π. της τ.µ. Y .
(ϐ-ii) Υπολογίστε τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση της Y .
Συµβουλέψατε όντως σωστά τον µικρό ;

Θέµα 5 - 25 µονάδες. Θεωρείστε την ακόλουθη από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τ.µ. X
και Y :
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(α) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της pX,Y (x, y). ∆είξτε ότι η pX,Y (x, y) είναι µία έγκυρη συνάρτηση
πιθανότητας.

(ϐ) Υπολογίστε τις περιθωριακές σ.π. pX(x) και pY (y) των τ.µ. X και Y , αντίστοιχα. Είναι οι X και
Y ανεξάρτητες ;

(γ) Αναγνωρίστε το όνοµα της κατανοµής της τ.µ. X και την παράµετρο αυτής. Βρείτε τη µέση τιµή,
E[X], και τη διασπορά της, var(X).

(δ) ΄Εστω Z = 4X − Y 2. Βρείτε τη µέση τιµή, E[Z], και τη διασπορά, var(Z), της Z.

(ε) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π. pZ/X(z/x = 1).


