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΄Ασκηση 1.

Η εταιρεία Αττικό µετρό δηµιουργεί τους σταθµούς ΗΣΑΠ στη γραµµή Πειραιάς-Κηφισιά µε τον
εξής αλγόριθµο: Στο µηχανοστάσιο του Πειραιά υπάρχουν συνολικά 6 ϐαγόνια. Αν ένα ϐαγόνι
λειτουργεί, τότε προστίθεται στο συρµό. Αν δε λειτουργεί, τότε παραµένει στο µηχανοστάσιο. ΄Ενα
τυχαία επιλεγµένο ϐαγόνι λειτουργεί µε πιθανότητα 2/3, ανεξάρτητα από όλα τα υπόλοιπα. Ορίζουµε
την τ.µ. X ως το µήκος του συρµού, δηλαδή το πλήθος των ϐαγονιών που τον αποτελούν.

(αʹ) Ποια είναι η κατανοµή της τ.µ. X; ∆ώστε την πλήρη µαθηµατική περιγραφή της συνάρτησης
πιθανότητας της X.

(ϐʹ) Ποιο είναι το αναµενόµενο µήκος του συρµού, E[X];

(γʹ) Ποια είναι η πιθανότητα ότι δεν υπάρχει συρµός στη γραµµή Πειραιάς - Κηφισιά ;

(δʹ) Το πλήθος των επιβατών που µπορούν να χωρέσουν στο συρµό είναι ίσο µε 50X (δηλαδή
κάθε ϐαγόνι χωρά 50 επιβάτες). ΄Εστω η τ.µ. Y που περιγράφει το πλήθος των επιβατών που
ϑέλουν να ταξιδέψουν µε το συρµό. Η Y ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή µεταξύ 101 και
200, δηλαδή:

pY (y) =

{
1/100, y = 101, 102, . . . , 200

0, αλλού

Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος :

A = {Ο συρµός µπορεί να µεταφέρει όλους τους επιβάτες που επιθυµούν να ταξιδέψουν}

Λύση.

(αʹ) Από τη ϑεωρία µας γνωρίζουµε για τη ∆ιωνυµική τ.µ.:
΄Ενα νόµισµα ϱίχνεται n ϕορές. Σε κάθε δοκιµή και ανεξάρτητα από τις άλλες, έρχεται A
µε πιθανότητα p και Ā µε πιθανότητα 1 − p. ΄Εστω ότι X είναι ο αριθµός των A σε µια n-
ακολουθία ϱίψεων. Λέµε ότι ηX είναι µια ∆ιωνυµική (Binomial) τ.µ. µε παραµέτρους n και p.

∆ιωνυµική τυχαία µεταβλητή

PMF: pX(k) = P (X = k) =
(
n
k

)
· pk · (1− p)n−k; k = 0, 1, 2, ..., n

Προφανώς,
n∑

k=0

(
n

k

)
· pk · (1− p)n−k = 1
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Από την εκφώνηση, αναγνωρίζουµε ότι η τ.µ. X ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε n = 6
και p = 2/3.

X ∼ ∆(n = 6, p = 2/3).

Η σ.π. είναι

pX(k) =

(
6

k

)(2

3

)k(1

3

)6−k
; k = 0, 1, . . . , 6.

(ϐʹ) Από τη ϑεωρία µας γνωρίζουµε για ∆ιωνυµική τ.µ. X µε παραµέτρους n, p ισχύει ότι

E[X] = n · p = 6 · 2

3
= 4 ϐαγόνια.

(γʹ) P ({δεν υπάρχει συρµός}) = P (X = 0) = pX(0) =

(
6

0

)(2

3

)0(1

3

)6
=

1

729
= 0.001372.

(δʹ) Προφανώς το A συµβαίνει όταν

Y︸︷︷︸
πλήθος επιβατών που επιθυµούν να ταξιδέψουν

≤ 50X︸︷︷︸
πλήθος επιβατών που µπορούν να χωρέσουν στο συρµό

Καθώς ηX (πλήθος ϐαγονιών που χωράνε στο συρµό) παίρνει τις τιµές 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , η 50X
παίρνει τις τιµές 0, 50, 100, 150, 200, 250, 300. Η τ.µ. Y παίρνει τις τιµές 101, 102, . . . , 200.
Παρατηρούµε τα εξής :

(i) ΄Οταν ο συρµός έχει X = 4, 5, ή 6 ϐαγόνια, η 50X παίρνει τις τιµές 200, 250, 300 και
αφού Y = 101, . . . 200, ισχύει πάντα ότι Y ≤ 50X. ∆ηλαδή µε 4, 5ή 6 ϐαγόνια όλοι οι
ταξιδιώτες εξυπηρετούνται.

(ii) ΄Οταν ο συρµός έχει X = 0, 1, ή 2 ϐαγόνια, η 50X παίρνει τις τιµές 0, 50, 100 και αφού
Y = 101, . . . 200, ισχύει πάντα ότι Y > 50X. ∆ηλαδή µε 0, 1ή 2 ϐαγόνια δε µπορούν να
εξυπηρετηθούν όλοι οι ταξιδιώτες.

(iii) ΄Οταν ο συρµός έχει X = 3 ϐαγόνια, η τ.µ. Y παίρνει την τιµή 150 και αφού Y =
101, . . . 200, η Y ≤ 50X ικανοποιείται µόνο για τις τιµές 101 ≤ Y ≤ 200. ∆ηλαδή,
µε 3 ϐαγόνια εξυπηρετούνται όλοι οι ταξιδιώτες , µόνον αν το πλήθος των επιβατών που
επιθυµούν να ταξιδέψουν είναι 101 ≤ Y ≤ 200.

Συνεπώς, από τα (i),(ii),(iii) έχουµε ότι :

P (A) = P (X = 3) · P (101 ≤ Y ≤ 150) + P (X = 4) + P (X = 5) + P (X = 6)

= pX(3) ·
150∑

i=101

1

100
+ pX(4) + pX(5) + pX(6)

=

(
6

3

)(2

3

)3(1

3

)3
· 1

2
+

(
6

4

)(2

3

)4(1

3

)2
+

(
6

5

)(2

3

)5(1

3

)
+

(
6

6

)(2

3

)6(1

3

)0
= . . .

= 0.68.



Πιθανότητες - 2015/Φροντιστήριο 6 3

΄Ασκηση 2.

Ρίχνουµε δύο δίκαια τρίεδρα Ϲάρια. Ορίζουµε τη τ.µ. X ως το άθροισµα των δύο ϱίψεων.

(αʹ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας, pX(x), τη µέση τιµή, E[X], και τη διασπορά, var(X),
της τ.µ. X.

(ϐʹ) Σε ένα παιχνίδι τύχης, πληρώνετε a ευρώ για το δικαίωµα να ϱίξετε µία ϕορά τα Ϲάρια κερδί-
Ϲοντας 5X ευρώ. Ποια τιµή για το a καθιστά αυτό το παιχνίδι δίκαιο, δηλαδή ένα παιχνίδι στο
οποίο κατά µέσο όρο παίρνετε πίσω ότι πληρώσατε ;

Λύση.

(αʹ) Ο δειγµατοχώρος Ω του πειράµατος αποτελείται από τα ισοπίθανα, 9 το πλήθος, διατεταγµένα
Ϲεύγη:

Ω = {(i, j) | i, j = 1, 2, 3} = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}

Ω X pX(x)

(1,1) 2 1/9
(1,2) 3 2/9
(2,1)
(1,3) 4 3/9
(2,2)
(3,1)
(2,3) 5 2/9
(3,2)
(3,3) 6 1/9

pX(x) =



1
9 , x = 2
2
9 , x = 3
3
9 , x = 4
2
9 , x = 5
1
9 , x = 6

0, αλλού

Για τον υπολογισµό της µέσης τιµής για µια διακριτή τ.µ. X µε συνάρτηση πιθανότητας
pX(x) γνωρίζουµε ότι :

E[X] =
∑
x
x · pX(x)

΄Αρα εδώ:

E[X] =
1

9
(2 + 6) +

2

9
(3 + 5) +

3

9
4 = 4

Για τον υπολογισµό της διασποράς γνωρίζουµε ότι

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = E[X2]− µ2X

΄Αρα εδώ:

E[X2] =
1

9
(22 + 62) +

2

9
(32 + 52) +

3

9
42 =

156

9

var(X) = E[X2]− (E[X])2 =
156

9
− 42 =

12

9
=

4

3

(ϐʹ) Αφού πληρώνουµε ae για να κερδίσουµε 5X, το παιχνίδι είναι δίκαιο όταν :

E[5X − a] = 0⇒ 5E[X]− a = 0⇒ 5E[X] = a⇒ a = 20e
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΄Ασκηση 3.

Η µέση ηµερήσια ϑερµοκρασία στη Θεσσαλονίκη το µήνα Μάρτιο, µετρούµενη σε ακέραιους ϐαθ-
µούς Κελσίου είναι µια τ.µ. X µε την ακόλουθη Συνάρτηση Πιθανότητας :

pX(k) =

{
1
20 |k − 10|, 10− b ≤ k ≤ 10 + b

0, αλλού

(αʹ) Υπολογίστε τη σταθερά b και δώστε τη γραφική παράσταση της Σ.Π. της τ.µ. X
Βοήθεια : Παρατηρήστε τη συµµετρία της Σ.Π. της X και χρησιµοποιήστε την ταυτότητα∑b

i=1 i = b(b+1)
2 .

(ϐʹ) Ποια είναι η αναµενόµενη τιµή, E[X] και η διασπορά, var(X) της X;

(γʹ) Το κόστος σε Ευρώ της ϑέρµανσης ενός σπιτιού το µήνα Μάρτιο είναι

Y = 10(25−X)2

Υπολογίστε το µέσο κόστος, E[Y ].

(δʹ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (10 ≤ X ≤ 12 / 10 ≤ X ≤ 15).

(εʹ) Ορίστε τα εξής γεγονότα :

A = {Η µέση ηµερήσια ϑερµοκρασία είναι X ≤ 10}

B = {Υπάρχουν τουλάχιστον 12 συννεφιασµένες µέρες µέσα στο Μάρτιο }

΄Εστω ότι τα γεγονότα A και B είναι ανεξάρτητα και P (B) = 0.3.
Να υπολογίσετε την πιθανότητα P (Ac ∩Bc).

Λύση.

(αʹ) Για να είναι η pX(k) µια έγκυρη σ.π. πρέπει

10+b∑
k=10−b

pX(k) = 1

΄Εχουµε ότι :

10+b∑
k=10−b

1

20
|k − 10| = 2 ·

10+b∑
k=11

1

20
(k − 10) [λόγω συµµετρίας της pX(k) γύρω από το k = 10]

= 2 ·
b∑

m=1

1

20
m =

1

10

b∑
m=1

m [m = k − 10]

=
1

10

b(b+ 1)

2
=

b(b+ 1)

20
= 1

⇒ b = 4
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Η γραφική παράσταση της pX(k) ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση και η Σ.Π. για το υποερώτηµα 3(α).

pX(k) =


0, k = 10

1/20, k = 9 ή 11
2/20, k = 8 ή 12
3/20, k = 7 ή 13
4/20, k = 6 ή 14

(ϐʹ) Προφανώς λόγω συµµετρίας της pX(k) γύρω από το k = 10,

E[X] = 10.

Επίσης,

E[X2] =
∑
k

k2pX(k) = 102·0+(92+112)· 1

20
+(82+122)· 2

20
+(72+132)· 3

20
+(62+142)· 4

20
= 110

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 110− 102 = 10

(γʹ) ∆ιατήρηση της γραµµικότητας για τη µέση τιµή: Αν Y = aX + b, τότε E[Y ] = aE[X] + b.

E[Y ] = E[10 · (25−X)2]

= E[6250− 500 ·X + 10 ·X2]

= 6250− 500 · E[X] + 10 · E[X2]

= 6250− 500 · 10 + 10 · 110 = 2350 e.

(δʹ)

P (10 ≤ X ≤ 12 | 10 ≤ X ≤ 15) =
P (10 ≤ X ≤ 12

⋂
10 ≤ X ≤ 15)

P (10 ≤ X ≤ 15)

=
P (10 ≤ X ≤ 12)

P (10 ≤ X ≤ 15)

=
0 + 1/20 + 2/20

0 + 1/20 + 2/20 + 3/20 + 4/20 + 0

=
3/20
10/20

= 0.3
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(εʹ) Τα Α και Β είναι ανεξάρτητα, συνεπώς και τα Ac και Bc είναι ανεξάρτητα.
Από εκφώνηση έχουµε

P (B) = 0.3 ⇒ P (Bc) = 0.7

Από τη συµµετρία της pX(k) γύρω από το k = 10, έχουµε

P (A) = 0.5 ⇒ P (Ac) = 0.5

Τελικά,
P (AcBc) = P (Ac)P (Bc) = 0.5 · 0.7 = 0.35

΄Ασκηση 4.

΄Εχετε στα χέρια σας ένα δίκαιο 6-εδρο Ϲάρι και ένα δίκαιο κέρµα. Ρίχνετε πρώτα το Ϲάρι και έστω
X ο αριθµός που έρχεται. Στη συνέχεια, ϱίχνετε το κέρµα X ϕορές και έστω ότι εµφανίζονται Y
κεφαλές.

(αʹ) Ποια είναι η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας pY/X(y/x); ∆ώστε την πλήρη µαθηµατική
περιγραφή της.

(ϐʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y = 3 /X = 6).

(γʹ) Ποια είναι η Συνάρτηση Πιθανότητας της τ.µ. X;

(δʹ) Υπολογίστε την από κοινού Σ.Π. pX,Y (x, y) των τ.µ. X και Y .

(εʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος να εµφανιστούν µόνο κεφαλές, δηλαδή P (X = Y ).

Λύση.

(αʹ) ∆εδοµένου ότι ϕέρνουµε X = x στη ϱίψη του 6-εδρου δίκαιου Ϲαριού, ϱίχνουµε το κέρµα x
ϕορές και το πλήθος Y των κεφαλών που εµφανίζονται ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή µε
παραµέτρους n = x και p = 1

2 :

Y/{X = x} ∼ ∆(x,
1

2
)

Συνεπώς,

PY/X(y/x) =

(
x

y

)(1

2

)y(1

2

)x−y
=

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.

(ϐʹ) P (Y = 3 /X = 6) = PY/X(y = 3 / x = 6) =

(
6

3

)(1

2

)6
=

20

64
= 0.3125.

(γʹ) Προφανώς, η X είναι διακριτή οµοιόµορφη τ.µ. στο πεδίο τιµών x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

pX(x) =

{
1
6 , x = 1, 2, 3, 4, 5, 6
0, αλλού.

(δʹ) Γνωρίζουµε ότι η δεσµευµένη Σ.Π. συχνά είναι χρήσιµη για τον υπολογισµό της από κοινού
Σ.Π. µέσω του Πολλαπλασιαστικού νόµου:

pX,Y (x, y) = pY (y · pX/Y (x/y))
= pX(x) · pY/X(y/x)
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Συνεπώς, η από κοινού Σ.Π. των X και Y είναι :

pX,Y (x, y) = pX(x) · pY |X(y|x)

=
1

6

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.

(εʹ) Η πιθανότητα του γεγονότος να εµφανιστούν µόνο κεφαλές είναι

P (X = Y ) =
6∑

i=1

pX,Y (i, i) (x = i, y = i)

=
1

6

6∑
i=1

(
i

i

)(1

2

)i
=

1

6

[(1

2

)
+
(1

2

)2
+ . . .+

(1

2

)6]
= 0.164.

΄Ασκηση 5.

(αʹ) Υπολογίστε το E[X2] για µια Poisson µε µέση τιµή ίση µε 5.

(ϐʹ) Αν η Y είναι Γεωµετρική τ.µ. µε µέση τιµή 4, υπολογίστε το var(2− 3Y ).

(γʹ) Η τ.µ. Z δηλώνει τον αριθµό των εµφανίσεων ενός γεγονότος A µε πιθανότητα εµφάνισης p,
σε 10 ανεξάρτητες δοκιµές. Ποια είναι η δεσµευµένη µέση τιµή της τ.µ. Z, δεδοµένου ότι το
γεγονός A εµφανίστηκε 4 ϕορές στις πρώτες 6 δοκιµές ;

Λύση.

(αʹ) Για την Poisson τ.µ. γνωρίζουµε ότι E[X] = var(X) = λ.
΄Αρα εδώ,

E[X] = var(X) = 5

Επίσης, για τον υπολογισµό της διασποράς γνωρίζουµε ότι var(X) = E[X2]− (E[X])2

⇒ E[X2] = var(X) + (E[X])2 = λ+ λ2 = 5 + 52 = 30

(ϐʹ) Η Γεωµετρική τ.µ. έχει E[Y ] = 1
p , var(Y ) = 1−p

p2
.

Επίσης γνωρίζουµε ότι αν Y = aX + b, τότε var(Y ) = a2var(X).

Συνεπώς εδώ,

E[Y ] =
1

p
= 4⇒ p =

1

4

και

var(2− 3Y ) = (−3)2var(Y ) = 9 var(Y ) = 9
1− p
p2

= 9
1− 1

4

(14)2
= 108

(γʹ) Προφανώς, Z ∼ ∆(n = 10, p) και εποµένως η αδέσµευτη µέση τιµή της Z είναι E[Z] = 10p
(αφού για ∆ιωνυµική τ.µ X γνωρίζουµε από ϑεωρία ότι E[X] = np).

Τώρα, δεδοµένου του A έχουµε ότι Z = 4 + Y όπου Y ∼ ∆(n = 4, p).
∆ηλαδή σε αυτήν την περίπτωση έχουµε σίγουρα 4 εµφανίσεις στις πρώτες 6 δοκιµές και Y
εµφανίσεις στις τελευταίες 4 δοκιµές, όπου προφανώς Y ∼ ∆(n = 4, p), µε E[Y ] = np = 4p.
΄Αρα,

E[Z/A] = E[4 + Y ] = 4 + E[Y ] = 4 + 4p

(∆ιατήρηση της γραµµικότητας για τη µέση τιµή: Αν Y = aX + b τότε E[Y ] = aE[X] + b.)


