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΄Ασκηση 1.

Εκατό ϕοιτητές, συµπεριλαµβανοµένου του Κώστα και της Ελένης, πρόκειται να χωριστούν σε τέσ-
σερις τάξεις ίδιου µεγέθους και αυτό ϑα γίνει µε τυχαίο τρόπο.
Ποια είναι η πιθανότητα ότι ο Κώστας και η Ελένη ϑα καταλήξουν στην ίδια τάξη ;

Λύση.

Εφόσον δε µας ενδιαφέρει η σειρά ϑα πρέπει κατευθείαν να σκεφτούµε ότι πρέπει να χρησιµοποι-
ήσουµε συνδυασµούς για να ϐρούµε το Ϲητούµενο.
΄Εστω ότι έχουµε τέσσερις τάξεις των 25 ϕοιτητών, τις Α, Β, Γ, ∆.
Η πιθανότητα να ϐρίσκονται ο Κώστας και η Ελένη µαζί σε µια συγκεκριµένη τάξη αναλύεται λοιπόν
ως :

πλήθος συνδυασµών που περιέχουν τον Κώστα και την Ελένη π.χ. στην τάξη Α
συνολικό πλήθος συνδυασµών 100 ϕοιτητών σε τάξεις των 25 ϕοιτητών

(1)

Tip: Σε τέτοιου είδους ασκήσεις αρχικά σκεφτόµαστε τις περιπτώσεις για να πραγµατοποιηθεί το
Ϲητούµενο ενδεχόµενο και στη συνέχεια χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε υποσύνολα, στα οποία τέλος
µετράµε το πλήθος των συνδυασµών.

Στην προκειµένη χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε ένα υποσύνολο που περιέχει τον Κώστα και την
Ελένη και σε ένα άλλο που περιέχει τους υπόλοιπους 98 ϕοιτητές. Από το πρώτο σύνολο διαλέγουµε
και τους 2, ενώ από το δεύτερο τους υπόλοιπους 23 για να συµπληρωθεί η τάξη των 25.

(1)⇒
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Καθώς υπάρχουν 4 συνολικά τάξεις, η πιθανότητα να ϐρίσκονται ο Κώστας και η Ελένη µαζί σε
κάποια από αυτές ϑα είναι τελικά
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1 98!
(98−23)! 23!

100!
(100−25)! 25!

= 4
98!

75! 23!
100!

75! 25!

= 4
98! 25!

100! 23!
= 4

24 · 25

99 · 100
=

24

99

Εναλλακτικά και πιο εύκολα:
Τοποθετούµε τον Κώστα σε µια συγκεκριµένη τάξη µε πιθανότητα 1

4 . Για την Ελένη υπάρχουν 99
πιθανές τοποθετήσεις από τις οποίες µόνον οι 24 τη ϐάζουν στην ίδια τάξη µε τον Κώστα. Συνεπώς,
η Ϲητούµενη πιθανότητα (να µπουν µαζί σε οποιαδήποτε τάξη) είναι 4 · 14 ·

24
99 = 24

99 .
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΄Ασκηση 2.

Η Αλίκη και ο Βασίλης παίζουν το ακόλουθο παιχνίδι. Πρώτα η Αλίκη επιλέγει τυχαία 4 από τα
52 ϕύλλα µίας τράπουλας, τα αποµνηµονεύει και τα επανατοποθετεί πίσω στην τράπουλα. ΄Υστερα,
ο Βασίλης επιλέγει τυχαία 8 ϕύλλα από την ίδια τράπουλα. Η Αλίκη κερδίζει εάν στα ϕύλλα που
τράβηξε ο Βασίλης περιέχονται τα 4 δικά της.
Με ποια πιθανότητα κερδίζει η Αλίκη ;

Λύση.

Χωρίζουµε το αρχικό σύνολο σε ένα υποσύνολο που περιέχει τα 4 ϕύλλα της Αλίκης και σε ένα άλλο
που περιέχει τα υπόλοιπα 48 ϕύλλα της τράπουλας. Για να κερδίσει η Αλικη, ϑα πρέπει ο Βασίλης
να επιλέξει και τα 4 ϕύλλα από το πρώτο σύνολο. Εφόσον τα 4 ϕύλλα της Αλίκης είναι συγκεκριµένα,
ο Βασίλης πρέπει να διαλέξει επιπλέον 4 οποιαδήποτε ϕύλλα από το δεύτερο σύνολο. Συνεπώς, το
συνολικό πλήθος των δυνατών συνδυασµών ϕύλλων του Βασίλη στους οποίους περιλαµβάνονται τα
4 ϕύλλα της Αλίκης είναι

(
4
4

)(
48
4

)
. Το συνολικό πλήθος των τρόπων µε τους οποίους ο Βασίλης

µπορεί να διαλέξει οποιαδήποτε 8 ϕύλλα από τα 52 της τράπουλας είναι
(
52
8

)
.

΄Αρα η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι (
4
4

)(
48
4

)(
52
8

) = 0.0259%.

΄Ασκηση 3.

Υπάρχουν τρεις τάξεις, καθεµία µε n µαθητές. Από το σύνολο των 3n µαθητών πρέπει να επιλέξουµε
τρεις.

(α΄) Πόσες επιλογές είναι δυνατές ;

(ϐ΄) Πόσες επιλογές είναι δυνατές αν και οι τρεις µαθητές ανήκουν στην ίδια τάξη ;

(γ΄) Πόσες επιλογές είναι δυνατές αν δύο από τους τρεις µαθητές ανήκουν στην ίδια τάξη και ο
τρίτος σε διαφορετική τάξη ;

(δ΄) Πόσες επιλογές είναι δυνατές αν και οι τρεις µαθητές ανήκουν σε διαφορετικές τάξεις ;

(ε΄) Χρησιµοποιείστε τα αποτελέσµατα στα υποερωτήµατα (α)-(δ) για να αναπτύξετε το
(
3n
n

)
.

Λύση.

(α΄) Οι δυνατές επιλογές ισούνται µε το συνδυασµό των 3n ανά 3, δηλαδή(
3n

3

)
(ϐ΄) Θα πρέπει να διαλέξουµε µια από τις τρεις τάξεις και τρεις από τους n µαθητές που ϑα

ϐρίσκονται στην επιλεγµένη τάξη.Οπότε οι δυνατές επιλογές ϑα ισούνται µε(
3

1

)(
n

3

)
= 3

(
n

3

)
(γ΄) Θα πρέπει να διαλέξουµε µια από τις τρεις τάξεις και δύο από τους n µαθητές αυτής της τάξης.

΄Επειτα, ϑα πρέπει να διαλέξουµε µια από τις εναποµείνασες δύο τάξεις και έναν από τους n
µαθητές της. Οπότε οι δυνατές επιλογές ϑα ισούνται µε
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(δ΄) Από κάθε τάξη διαλέγουµε έναν από τους n µαθητές. Οπότε οι δυνατές επιλογές ϑα ισούνται
µε (

n

1
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n

1

)(
n

1

)
= n · n · n = n3

(ε΄) Επειδή οι επιλογές να διαλέξουµε τρεις από τους 3n µαθητές ισούνται µε τις επιλογές να
διαλέξουµε είτε τρεις µαθητές από την ίδια τάξη, είτε δύο µαθητές από την ίδια τάξη και ένα
από µια άλλη, είτε ένα µαθητή από κάθε τάξη, ϑα έχουµε(

3n

3

)
= 3

(
n

3

)
+ 3n2 (n− 1) + n3

΄Ασκηση 4.

Οκτώ (8) πύργοι τοποθετούνται σε διαφορετικά τετράγωνα σε µια σκακιέρα 8× 8, µε κάθε τοποθέ-
τηση να είναι εξίσου πιθανή. Βρείτε την πιθανότητα του γεγονότος όλοι οι πύργοι να είναι ασφαλείς
ο ένας από τον άλλο, δηλαδή, να µην υπάρχει γραµµή ή στήλη στην σκακιέρα µε περισσότερους
από έναν πύργους.

Λύση.

Η πιθανότητα που µας Ϲητείται αναλύεται ως :

πλήθος ευνοϊκών ενδεχοµένων-όλοι οι πύργοι τοποθετούνται σε ασφαλείς ϑέσεις
πλήθος ϑέσεων δειγµατοχώρου-ολες οι δυνατές ϑέσεις των πυργων χωρίς κανένα περιορισµό

Για να υπολογίσουµε τους τρόπους µε τους οποίους µπορούµε να τοποθετήσουµε τους 8 πύργους
ώστε αυτοί να είναι ασφαλείς (αριθµητής) ϑα τους τοποθετήσουµε τον έναν µετά τον άλλο στην σκα-
κιέρα 8× 8 ϑέσεων και ϑα εφαρµόσουµε την αρχή της απαρίθµησης.
Για τον πρώτο πύργο δεν υπάρχει περιορισµός, άρα έχουµε 64 επιλογές.Αφού τοποθετήσουµε τον
πρώτο πύργο, αυτόµατα µια στήλη και µια γραµµή ‘εξοντώνεται’.΄Ετσι είναι σα να έχουµε πλέον µια
σκακιέρα 7 × 7 και τότε ϑα έχουµε 49 επιλογές. ΄Οµοια, για τον τρίτο πύργο µένουν 36 επιλογές,
για τον τέταρτο 25, κ.ο.κ.
Ακόµα, οι τρόποι µε τους οποίους µπορούµε να τοποθετήσουµε 8 πύργους σε µια σκακιέρα 64 ϑέσε-
ων χωρίς περιορισµούς είναι (αυτή τη ϕορά δεν ‘εξοντώνονται’ στήλες και γραµµές ανά τοποθέτηση,
απλά µειώνεται ο αριθµός των υπολειπόµενων ϑέσεων στη σκακιέρα):

64× 63× 62× 61× 60× 59× 58× 57 =
56!× 57× 58× 59× 60× 61× 62× 63× 64

56!

=
64!

56!
(= ∆ιατάξεις/Μεταθέσεις 64 στοιχείων ανά 8)

Εποµένως, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

p =
64× 49× 36× 25× 16× 9× 4

64!

56!
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΄Ασκηση 5.

(α΄) Με πόσους τρόπους µπορούν 3 αγόρια και 3 κορίτσια να καθίσουν σε µια σειρά ;

(ϐ΄) Με πόσους τρόπους µπορούν 3 αγόρια και 3 κορίτσια να καθίσουν σε µια σειρά αν τα αγόρια
πρέπει να κάθονται όλα µαζί και τα κορίτσια πρέπει να κάθονται όλα µαζί ;

(γ΄) Με πόσους τρόπους µπορούν να καθίσουν αν µόνο τα αγόρια πρέπει να κάθονται όλα µαζί ;

(δ΄) Με πόσους τρόπους µπορούν να καθίσουν αν δεν επιτρέπεται να κάθονται µαζί παιδιά του
ίδιου ϕύλλου ;

Λύση.

Μας ενδιαφέρει η σειρά, άρα χρησιµοποιούµε διατάξεις/µεταθέσεις n στοιχείων ανά k

P (n, k) =
n!

(n− k)!

(α΄) ∆ιατάξεις/Μεταθέσεις των 6 ανά 6, άρα

P (6, 6) =
6!

(6− 6)!
=

6!

0!
= 720

(ϐ΄) Αν δούµε τα αγόρια ως µία οµάδα και τα κορίτσια ως µια άλλη οµάδα, αυτές οι δύο οµάδες
{A,K} µπορούν να µπουν σε µια σειρά µε 2 διαφορετικούς τρόπους : AK,KA (2! τρόποι).
Ακόµα, τα αγόρια µπορούν να κάθονται όλα µαζί µε µεταθέσεις των 3: P (3, 3) = 3! τρόπους.
Οµοίως και τα κορίτσια.
΄Ετσι συνολικά έχουµε 2× 3!× 3! = 72 τρόπους για να γίνει το Ϲητούµενο.

(γ΄) Αν δούµε τα αγόρια ως µια οµάδα Α και τα κορίτσια µεµονωµένα, τότε έχουµε P (4, 4) = 4!
µεταθέσεις (ως προς το που ϑα καθίσουν όλα µαζί τα αγόρια σε σχέση µε τα κορίτσια, αλλά
και το πώς ϑα καθίσουν τα κορίτσια µεταξύ τους). Επίσης, στην οµάδα των αγοριών έχουµε
P (3, 3) = 3! µεταθέσεις για να κάθονται όλα µαζί.
΄Ετσι συνολικά έχουµε 3!× 4! = 144 τρόπους για να κάτσουν τα αγόρια µόνο µαζί.

(δ΄) Για την πρώτη ϑέση υπάρχουν 6 επιλογές (έστω π.χ. ότι ξεκινάµε µε αγόρι), για τη δεύτερη
υπάρχουν 3 επιλογές από το άλλο ϕύλλο/σύνολο (κορίτσια), για την τρίτη ϑέση 2 επιλογές
από το εναλλάξ σύνολο (αγόρια), για την τέταρτη 2 επιλογές από το εναλλάξ ϕύλλο (κορίτσια),
για την πέµπτη 1 επιλογή όπως και για την έκτη ϑέση.
΄Αρα συνολικά υπάρχουν 6× 3× 2× 2× 1× 1 = 72 τρόποι να κάτσουν άτοµα διαφορετικού
ϕύλλου δίπλα δίπλα.

΄Ασκηση 6.

Πόσες διαφορετικές πινακίδες κυκλοφορίας οχηµάτων επτά χαρακτήρων υπάρχουν αν στις δύο πρώ-
τες ϑέσεις τοποθετηθούν γράµµατα και στις υπόλοιπες πέντε ϑέσεις τοποθετηθούν αριθµοί ;
Επαναλάβετε για την περίπτωση που δεν επιτρέπεται η επανάληψη γράµµατος ή αριθµού στην πι-
νακίδα.
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Λύση.

• Με επανάληψη γραµµάτων ή αριθµών
Χρησιµοποιούµε τη ϐασική αρχή της απαρίθµησης
Γ : #14 - Α, Β, Ε, Ζ, Η, Ι, Κ, Μ, Ν, Ο, Ρ, Τ, Υ, Χ (Μόνο τα 14 γράµµατα της Ελληνικής που
ανήκουν και στο Λατινικό αλφάβητο)
Α : #10 - 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

΄Ετσι, οι διαφορετικές πινακίδες είναι

14× 14× 10× 10× 10× 10× 10 = 19.600.000

• Χωρίς επανάληψη γραµµάτων ή αριθµών
Στη ϑέση του πρώτου γράµµατος µπορούν να µπουν όλα τα πιθανά γράµµατα, 14 στο πλή-
ϑος. Στη ϑέση του 2ου γράµµατος µόνο τα 13 εναποµείναντα για να µην έχουµε επανάληψη.
Αντίστοιχα, στην πρώτη ϑέση για αριθµό έχουµε 10 επιλογές, στη δεύτερη 9 κτλ.

΄Ετσι, οι διαφορετικές πινακίδες σε αυτήν την περίπτωση είναι

14× 13× 10× 9× 8× 7× 6 = 5.503.680

Εδώ ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε και τον τύπο για διατάξεις/µεταθέσεις :

P (14, 2)× P (10, 5) =
14!

2!
× 10!

5!
=

12! 13 14

12!
× 5! 6 7 8 9 10

5!
= 6 7 8 9 10 13 14 = 5.503.680

΄Ασκηση 7.

΄Ενας χώρος στάθµευσης αποτελείται από µία σειρά n ϑέσεων (n ≥ 2). Η Μαρία ϕτάνει στο χώρο
στάθµευσης όταν όλες οι ϑέσεις είναι ελεύθερες. Ο Θωµάς είναι ο επόµενος που έρχεται να σταθ-
µεύσει. Καθένας τους επιλέγει ισοπίθανα από τις ϑέσεις στάθµευσης που είναι διαθέσιµες.
Υπολογίστε την πιθανότητα ότι οι ϑέσεις στάθµευσης που επιλέγονται από την Μαρία και τον Θωµά
έχουν το πολύ 1 κενή ϑέση µεταξύ τους.

Λύση.

Για ευκολία ϑα αριθµήσουµε κάθε ϑέση στάθµευσης. Θα σχεδιάσουµε ένα δέντρο πιθανοτήτων για
να περιγράψουµε το δειγµατοχώρο.
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Η Μαρία µπορεί να επιλέξει οποιαδήποτε από τις n ϑέσεις στάθµευσης µε πιθανότητα 1/n. Ο Θωµάς
µπορεί να επιλέξει οποιαδήποτε από τις n− 1 ϑέσεις που έχουν αποµείνει µε πιθανότητα 1/(n− 1).

Η πιθανότητα που µας Ϲητείται αναλύεται ως :

πλήθος ευνοϊκών ενδεχοµένων-στάθµευση σε απόσταση το πολύ µιας ϑεσης µεταξύ τους
πλήθος ϑέσεων δειγµατοχώρου

Υπάρχουν n · (n− 1) ϕύλλα στο δέντρο µας (παρονοµαστής), και κάθε ϕύλλο είναι ισοπίθανο.
Για να ϐρούµε το πλήθος των ευνοϊκών ενδεχοµένων (αριθµητής) παίρνουµε περιπτώσεις :

• Αν η Μαρία σταθµεύσει στην πρώτη ή στη n−οστή ϑέση του πάρκινγκ, ο Θωµάς µπορεί να
σταθµεύσει σε 2 διπλανές :

• Αν η Μαρία σταθµεύσει στη δεύτερη ή στη n− 1στή ϑέση του πάρκινγκ, ο Θωµάς µπορεί να
σταθµεύσει σε 3 συνολικά διπλανές :

• Αν η Μαρία σταθµεύσει οποιαδήποτε άλλη ϑέση του πάρκινγκ εκτός από τις προαναφερθείσες
4, δηλαδή σε ένα σύνολο n−4 ϑέσεων, ο Θωµάς µπορεί να σταθµεύσει σε 4 συνολικά διπλανές :

Εποµένως η πιθανότητα να έχουν σταθµεύσει σε απόσταση τουλάχιστον µιας ϑέσης µεταξύ τους
είναι τελικά

4 · (n− 4) + 3 · 2 + 2 · 2
n · (n− 1)

=
4n− 6

n(n− 1)

Η παραπάνω πιθανότητα δεν είναι εφαρµόσιµη για n = 2 και n = 3. Το αποτέλεσµα για αυτές τις
τιµές είναι 1.
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Θεωρία.

Μια τ.µ. λέγεται διακριτή αν το πεδίο τιµών της είναι πεπερασµένο ή άπειρα αριθµήσιµο.
Π.χ. ΄Εστω το πείραµα όπου διαλέγουµε τυχαία σηµείο a ∈ [−1, 1].
Τότε η τ.µ. a2 δεν είναι διακριτή, ενώ η τ.µ.

sgn(α) =


1, a > 0
0, a = 0 είναι διακριτή.
−1, a < 0

Θέλουµε να χαρακτηρίσουµε µία τ.µ. µέσω των πιθανοτήτων των τιµών που µπορεί να λάβει :

Αν x είναι µία τιµή της τ.µ X, η πιθανότητα µάζας probability mass PMF του x ορίζεται ως :

pX(x) = P({X = x})

όπου το γεγονός {X = x}) αποτελείται από όλα τα απλά ενδεχόµενα που συντελούν στο να πάρει η
τ.µ. X την τιµή x. Η PMF αναφέρεται ως κατανοµή.

Σύµβαση:

• Με X,Y, Z κ.τ.λ. συµβολίζουµε τ.µ. ενώ µε x, y, z κ.τ.λ. συµβολίζουµε αριθµητικές τιµές τις
οποίες παίρνουν οι τ.µ.

• Επίσης, πολλές ϕορές γράφουµε P (X = x) αντί P ({X = x})

Υπολογισµός της PMF µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής X.

Για κάθε δυνατή τιµή x της τ.µ. X:

1. Συγκεντρώνουµε όλα τα δυνατά απλά αποτελέσµατα που συντελούν στο γεγονός {X = x}.

2. Προσθέτουµε τις πιθανότητές τους για να πάρουµε την τιµή pX(x).

Παράδειγµα.

΄Εστω ότι η τ.µ. X παριστάνει τον αριθµό των K στη διπλή ϱίψη κέρµατος.Προσδιορίστε την κατα-
νοµή πιθανότητας της X.
Λύση.

Ω = {(K,K), (K,Γ), (Γ,K)(Γ,Γ)} −→ X(Ω) = {0, 1, 2}

PMF : pX(x) =


1/4, x = 0 ή x = 2
1/2, x = 1
0, αλλιώς

διότι :

{X = 0} = {(Γ,Γ)},
{X = 1} = {(K,Γ), (Γ,K)},
{X = 2} = {(K,K)},
{X = k} = ∅

Επίσης, στο προηγούµενο παράδειγµα, η πιθανότητα τουλάχιστον µίας κεφαλής είναι :

P (X > 0) =
∑
x>0

pX(x) =
1

2
+

1

4
=

3

4
.
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΄Ασκηση 8.

΄Εστω ότι η τ.µ. X παριστάνει το άθροισµα των αποτελεσµάτων στη ϱίψη 2 Ϲαριών

(α΄) Προσδιορίστε την κατανοµή πιθανότητας της X.

(ϐ΄) Παραστήστε γραφικά αυτήν την κατανοµή πιθανότητας µε ένα ιστόγραµµα.

Λύση.

(α΄) Τα σηµεία του δειγµατοχώρου για τη ϱίψη 2 Ϲαριών, καθώς και οι αντίστοιχες τιµές της τ.µ.
X δίδονται στους παρακάτω πίνακες :

Επειδή όλα τα 36 ενδεχόµενα έχουν την ίδια πιθανότητα, κάθε απλό γεγονός στο δειγµα-
τοχωρο µας έχει πιθανότητα 1/36. Υπολογίζουµε τη συνάρτηση πιθανότητας όπως παραπάνω
και έχουµε:

pX(x) =



1/36, x = 2
2/36, x = 3
3/36, x = 4
4/36, x = 5
5/36, x = 6
6/36, x = 7
5/36, x = 8
4/36, x = 9
3/36, x = 10
2/36, x = 11
1/36, x = 12

Π.χ. για x = 5 συγκεντρώνουµε όλα τα απλά ενδεχόµενα που συντελούν στο γεγονός αυτό
{(4, 1)(1, 4)(2, 3))(3, 2)} και αθροίζουµε τις πιθανότητές τους για να πάρουµε την PX(5).
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(ϐ΄) Το ιστόγραµµα το οποίο αναπαριστά την κατανοµή πιθανότητας ϕαίνεται στο παρακάτω γρά-
ϕηµα:


